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1 Einleitung

<Heute war es den ganzen Tag sonnig, aber schon in der Nacht auf Morgen erreicht uns
von Westen eine neue Regenfront und bringt uns in den néchsten Tagen graues und feuch-
tes Wetter...>. Ich schalte den TV-Apparat aus, die Wetterprognosen interessieren mich
eigentlich nicht, und trotzdem beschéftigen mich die eben gehorten Ausfithrungen. Interes-
sant finde ich namlich, dass offensichtlich Morgen nicht mehr gelten wird, was Heute noch
galt. Die Aussage <die Sonne scheint> ist wahr wenn man den heutigen Tag betrachtet,
jedoch Morgen wird die gleiche Aussage falsch sein, sofern der Wetterfrosch mit seiner
Prognose recht behalten sollte. Wahrheiten dndern sich offensichtlich mit der Zeit!

Mit solcherlei Uberlegungen iiber die Zeitabhingigkeit der Wahrheit befindet man sich
in illustrer Gesellschaft. Schon Aristoteles (384 - 322 v.Chr.) hat iiber solche Themen reflek-
tiert und er hielt fest, dass man Aussagen iiber die Zukunft keine Wahrheitswerte zuweisen
kann. Als Konsequenz daraus reicht offensichtlich eine rein zwei-wertige Logik nicht aus
um dies zu respektieren und er dachte an einen dritten Wahrheitswert «<ungewiss> fiir Aus-
sagen solcher Art. In der moderneren Zeit war es vor allem der Philosoph und Psychologe
Arthur N. Prior (1914-1969), der eine Logik entwickelte, die fiir Aussagen verschiedene
Wahrheitswerte zu verschiedenen Zeitpunkten erlaubte. Priors Ansatz lehnte sich stark an
die Konzepte der Modallogik an, ein Gebiet, das ebenfalls noch am Anfang der Entwicklung
stand. In beiden Bereichen lieferte Prior grundlegende Beitréige, speziell zu den <«mogli-
chen Welten>-Strukturen, die sich fiir die Interpretation von modalen Formeln eignen und
die man heute dem Philosophen und Logiker Saul Kripke (Geb. 1940) zuschreibt. Prior
erweiterte das Feld moglicher Interpretationen der Modalitéten und propagierte, dass auch
Zeit, abhéngige Aussagen, wie <es wird der Fall sein, dass...», durch Modal-Operatoren
ausgedriickt werden konnen. Prior etablierte die Sichtweise, dass Modal-Operatoren nichts
anderes sind als Quantoren, die iiber die <moglichen Welten> laufen, welche ihrerseits
durch eine (binére) Relation zu bestimmen sind.

Verwendet man als Relation irgendwelche Ordnungen, so bekommt man sinnvolle Struk-
turen fiir eine zeitliche Interpretation der Modal-Operatoren. Die geordnete Menge von
Welten widerspiegelt dann den (geordneten) Ablauf von Zeitpunkten. Je nach Art der
Menge und Ordnung konnen verschiedene Eigenschaften der Zeit modelliert werden. Be-
trachtet man z.B. (Q, <) als Zeitmodell, so ist der Zeitablauf dicht, jedoch nicht stetig
(lickenlos). Will man ein stetiges Modell, sollte man (R, <) nehmen. (Z, <) und (N, <)
sind diskrete Zeitmodelle, in welchen jeder Zeitpunkt einen néchsten Zeitpunkt besitzt.
Sie unterscheiden sich durch die unbeschrénkte Vergangenheit in Z, wihrend N einen An-
fangszeitpunkt besitzt.

Modale Formeln wie etwa <p konnen dann als <es wird der Fall sein, dass p»> interpre-
tiert werden. Op wiirde dann fiir <es wird immer p sein> stehen. Fiir diskrete Zeitmodelle
kann es sinnvoll sein, einen weiteren Modal-Operator (z.B. () zu verwenden, um den
néchsten Zeitpunkt anzusprechen. ()p entspricht dann der Aussage <das néchste Mal p>

Der Logiker und Philosoph J.A.W. Kamp (Geb. 1940) fithrte 1968 in seiner Doktor-
arbeit ein weiteres Zeichen (U ) ein. Steht p fiir die Aussage <der Krug geht zum Brun-
nen> und ¢ fiir «<der Krug bricht>, so beschreibt die Formel pU q das bekannte Sprichwort



<«der Krug geht zum Brunnen bis er bricht>. U steht also fiir <bis> oder <«solange>. Ei-
ne (Zeit-) logische Sprache wird durch Hinzunahme von U echt ausdrucksstéirker, verliert
aber die Eigenschaft eine reine Modallogik zu sein.

Aus Sicht der Informatik sind vor Allem diskrete Zeitstrukturen interessant, da sie der
Zeitstruktur im Rechner entsprechen. So geht es auch in dieser Arbeit um das Zeitmodell
(N, <). Wir betrachten ein Beweissystem und beweisen dessen Vollsténdigkeit beziiglich
(N, <) auf zwei verschiedene Arten. Dabei sehen wir zwei Arten der Modell-Konstruktion
(Tableau und kanonisches Modell) und wir wollen diese miteinander vergleichen und disku-
tieren. Zudem geben wir einen Algorithmus an, der fiir eine gegebene Formel ¢ entscheiden
kann, ob sie beziiglich (N, <) giiltig ist oder nicht.

Bevor wir anfangen, mdochte ich es nicht unterlassen einigen Personen zu danken, die
fiir das Gelingen dieser Arbeit mitverantwortlich sind. An erster Stelle Prof. G. Jager
fiir den Vorschlag des Themengebietes und fiir die freundliche und geduldige Betreuung.
Allen Kollegen der TIL-Gruppe, Didi fiir viele spannende Gespriche und Diskussionen
in unserem Biiro zur Uberbriickung unkreativer Phasen; This, Geoff und Kai fiir eure
Mithilfe und fiir das Losen zahlreicher Knoten in meinem Kopf. Meinen Freunden fiir
den freizeitlichen Ausgleich zum kopflastigen Alltag. Meinen Eltern fiir ihre Liebe und
grossziigige Unterstiitzung, die mir erst das Studium ermdoglichte. Vielen herzlichen Dank!



2 Sprache und Semantik von PLTL

2.1 Sprache

Als Erstes brauchen wir eine Sprache, also einen Zeichensatz mit deren Hilfe sich Formeln
bilden lassen.

Definition 2.1 Ausgehend von einer abzihlbaren (Aussagen-) Menge ®, umfasst die Spra-
che von PLTL die folgenden Zeichen:

® Do, D1y, P50, (abzihlbar viele Aussagenvariabeln)

1 (false)
=,V (not, or)

U, (until, next)

Folgende Regeln beschreiben, wie Formeln erzeugt werden konnen.

2.2 Formeln

Definition 2.2 Die Menge der Formeln von PLTL definieren wir induktiv:
e | und alle Aussagenvariabeln sind Formeln
e ist a eine Formel, dann sind -« und Oa Formeln

e sind o und B Formeln, dann sind oV 3 und ald § Formeln

Definition 2.3 Fliir eine gegebene Formel ¢ definieren wir die Menge der Subformeln
sub(p) induktiv, als die kleinste Menge, die folgende Bedingungen erfillt:

* ¢ € sub(yp)
o —a € sub(p) oder Qo € sub(p) = « € sub(yp)

o aV (e sublp) oder ald B € sublp) = « € sub(p) und B € sub(yp)

Bevor wir uns die Modelle betrachten, in denen Formeln interpretiert werden (also wahr
oder falsch sein) koénnen, wollen wir uns noch ein wenig bequemer einrichten und noch
weitere Symbole einfiihren, die jedoch nur als syntaktische Abkiirzungen zu betrachten
sind. Sie machen Formeln lesbarer, lassen sich jedoch immer auf die vorher definierten
Zeichen zuriick fiihren.

Notation 2.4 Abkiirzende Zeichen:

o T:=-1 (true)



aAp:=-(-aV-p) (and)
e a— [:=-aV 3 (implies)
a— f:=(a—PB)N (B — «a) (if and only if)

o Oa:=TUa (sometimes)

o Oa = —=Ona (always)

Die ersten vier Punkte definieren die iiblichen in der Aussagenlogik benutzten syntakti-
schen Abkiirzungen. & und O sind Modal-Operatoren, wie sie in normalen Modallogiken
verwendet werden. Die Sprache kommt ohne sie aus, da sie auf U -Formeln reduziert wer-
den konnen. Verwendet man eine weniger ausdrucksstarke Sprache ohne U, dann kann
<& als Grundzeichen zur Sprache hinzugenommen werden. Es handelt sich dann um eine
normale (Multi-) Modallogik mit den beiden Modal-Operatoren < und (). U hingegen
kann nicht als Modal-Operator angesehen werden und die Logik die wir hier betrachten ist
daher keine reine Modallogik mehr.

Im Folgenden werden wir zu Definitionen, die U -Formeln betreffen, die entsprechende
Bedeutung fiir ¢ in Bemerkungen erldutern. Diese Bemerkungen sollten als Definitionen
verwendet werden, wenn man eine Sprache ohne U (aber mit <) verwenden will.

Wir wollen, falls unnétig, Klammern weglassen und dabei nach folgender Hierarchie ver-
fahren:

Notation 2.5 Bindungsstirke der logischen Zeichen:

: 2, O
o

6
5: 0,
4 U
3: A
2: Vv

1: —, <
Die Formel —pU q V —=q¢ — —Ogq sollte also als (((—p)U q) V (=q)) — (—(Op)) gelesen
werden. Zusétzlich wollen wir vereinbaren, dass rechts-assoziativ geklammert wird, das
heisst Formeln wie p — ¢ — r sollten als p — (¢ — r) gelesen werden.



2.3 Modelle

Nun brauchen wir Modelle, die PLTL-Formeln interpretieren konnen und betrachten dazu
eine nicht-leere Menge S von Welten und eine Interpretation m : & — p(5), die jede
Aussage in die Menge derjenigen Welten abbildet, in der sie wahr sein soll. Eine Folge og
tiber S ist eine unendliche Sequenz von Welten aus S

s — S0,S1,.-- (SZ'GS VZEN)

Auf diese Weise haben wir eine zu N isomorphe Zeitstruktur. PLTL-Modelle werden jetzt
folgendermassen definiert:

Definition 2.6 FEin Modell M fiir PLTL ist ein Tupel M = (og, ™). Formeln werden in
einzelnen Welten s; innerhalb der zu M gehérenden Folge interpretiert. Dabei bedeutet
M.i = «, dass die Formel o im Modell M zum Zeitpunkt ¢ giiltig (oder wahr) ist, und
wir sagen dann auch M erfiillt « zum Zeitpunkt i. Fir beliebige Aussagen p, Formeln o

und 8 und i € N wird |= durch folgende Regeln definiert:

e M ilE L

s MiiEp = s;en(p)

e MiE—-a <= M}«

e MiiEaV( <= M,k «aoder M,il=p

e MiE(OQa <= M,i+lEa«

e MiEaldp < FJk>1i, sodass M,kl= B undVj,i<j<k, M,jE «
a st giltig in M, falls es zu jedem Zeitpunkt © in M giiltig ist:

MEa = VieN MifEa«

a ist giiltig, falls es giiltig in allen PLTL-Modellen ist.

Es handelt sich bei dieser Definition um die gleitende Version der Giiltigkeit einer Formel
in einem Modell. Im Gegensatz zur verankerten Version, bei welcher eine Formel giiltig ist,
falls sie es zum Zeitpunkt 0 ist. Der gleitende Ansatz kommt einer modalen Sicht néher,
ist es doch die iibliche Art Giiltigkeit in einer Modallogik zu definieren. Die verankerte
Version dagegen wird haufig benutzt, wenn es um die Untersuchung von Eigenschaften von
nebenldufigen Programmen geht. Eine detaillierte Diskussion iiber diese beiden Arten von
Definitionen folgt spéter in Kapitel 5.

Eine Formel « heisst erfiillbar, falls es ein Modell M und ein i € N gibt, sodass M,i = «
gilt. Es gilt folgender Zusammenhang:

aist giiltig <= —a ist nicht erfiillbar



Bemerkung 2.7 Fir T,A,< und O verhdlt sich |= wie erwartet:
e M,i=T
e MiiEaANf <— MiikEaundM,iEp
e M,iE<a <« 3k >1, sodass M,k = «
e MiEDa <= Vk>i, Mk«



3 Tableau und Entscheidbarkeit

Kann man herausfinden, ob eine gegebene Formel erfiillbar ist oder nicht? Man konnte
versuchen fiir jede Formel ¢ ein Modell zu konstruieren, gelingt es, so ist ¢ erfiillbar.

Das Tableau ist eine solche Modell-Konstruktion. Damit lasst sich aus der syntaktischen
Struktur von ¢ ein Modell konstruieren, wann immer ¢ erfiillbar ist. Mit diesem Verfahren
lasst sich gleichzeitig auch Giiltigkeit testen, denn wenn —¢ nicht erfiillbar ist, so ist ¢
giiltig.

Die Tableau-Konstruktion ist Thema dieses Kapitels und wir werden einen Algorithmus
angeben, der fiir beliebige Formeln Giiltigkeit testen kann. Dies beweist dann gleichzeitig,
dass die Menge der giiltigen Formeln entscheidbar ist.

3.1 Atome

Definition 3.1 Der Abschluss von @, cl(y), besteht aus der Menge der Subformeln, sowie
deren Negationen, wobei wir letztlich keine doppelt negierten Formeln zulassen wollen.

Der Abschluss fiir ¢ = O(p V q) V —p beispielsweise, ist folgende Menge:

{OVvaV-p,~(OVaeV-p,OVae,~O@Vae,pVae-(pVaq),p-paq-q}

Der Abschluss einer Formel hat hochstens doppelt soviele Elemente wie die Menge der
Subformeln:

|cl(@)] < 2 [sub(p)|

Auf dieser Menge bilden wir nun sogenannte Atome. Ein Atom ist (intuitiv) eine maximal
konsistente Teilmenge von cl(p). Der Begriff <konsistent> wird iiblicherweise syntaktisch,
abhéngend von einem Beweisbarkeitsbegriff () definiert (vgl. Def. 6.1), Atome hingegen
werden per Definition in die gewiinschte (maximal konsistente) Form gebracht und bekom-
men auf diese Weise dieselbe Bedeutung. Die Menge aller Atome bildet die Basis fiir die
Konstruktion des Tableaus.

Definition 3.2 Fin Atom A von ¢ ist eine Teilmenge von cl(p), die folgende Bedingungen
erfillt:

o | ZA

eVacd(p) aceA — -ad¢A

e Vavp)ed(y) aVeA < acAoderfeA
e VaUpP)ed(p) aUfeA = acAoderpfecA
e ViaUpB)ed(p) BeEA = alUpfeA
eVOaced(p) QaeA <= O-a¢A



A, bezeichne die Menge aller Atome von .

Die ersten drei Punkte definieren maximal konsistente Teilmengen beziiglich (substituier-
ten) aussagenlogischen Formeln. Die letzten drei Punkte zeigen Regeln beziiglich echten
PLTL-Formeln zur Bildung von maximal konsistenten Teilmengen.

Nun lassen sich unmittelbar Regeln beziiglich Formeln der Form a A §, Oa und <$o
ableiten. Solche Formeln lassen sich ja auf jene reduzieren, welche hochstens aus —, V und
U Dbestehen, daher ergibt sich unmittelbar durch Umformen und Zuriickfiihren auf obige
Definition folgende Bemerkung:

Bemerkung 3.3 Ist A ein Atom von p, so gelten folgende Punkte:
e VaNnp)ecd(p) anfeA <— acAundfecA
o VOaecd(p) aceA = SOacA

e VOa€ecl(y) DaeAd = acA

Die Menge der Atome fiir eine gegebene Formel ¢ lésst sich systematisch konstruieren, was
wir am folgenden Beispiel exemplarisch zeigen wollen:

Beispiel 3.4 Sei ¢ = OpV p, dann ist

Op V p, Op, p, }
cl =
() { CopA=p, O=p, —p

bestehend aus den drei Subformeln von ¢ (obere Zeile) und deren Negationen (untere Zeile).
Schreiben wir nun alle moglichen Mengen auf, mit der Eigenschaft keine Formel gleichzeitig
positiv und negiert zu enthalten, so erhalten wir acht Mengen, welche bereits die ersten
beiden Bedingungen fiir Atome erfiillen.

By = {OpV p,0Op,p}

By ={0pV p,0p, —p} (+°)
By = {OpV p, O—p, p}

By ={0pV p,O-p,—p} (+*)
Bs = {O-p A-p, Op,p} (+*)
Bs = {O=p A —p, Op, —p} (+*)
Br = {O=p A —p, O-p, p} (%)
By = {O=p A =p, O—p, p}

Nun gehen wir der Reihe nach die restlichen Bedingungen durch und streichen systema-
tisch diejenigen Mengen, die eine dieser Bedingungen verletzen: So stellt sich heraus, dass
By, Bs, Bs und By die (Disjunktions-) Bedingung 3 verletzen (x3), sowie dass By die Be-
dingung 5 verletzt (x°, vgl. Bem. 3.3). Die Menge der Atome besteht dann aus den iibrig
gebliebenen Mengen:

Ago == {Bl, Bg, Bg}

10



3.2 Tableau-Konstruktion

Die Menge aller Atome von ¢, A, bildet die Basismenge fiir unsere Struktur. Als néchstes
definieren wir eine zweistellige Relation auf dieser Menge und erhalten so einen Graph.

Definition 3.5

VOaced(p) QaeA < a€B und
(A,B) e R, = VaUpB) ec(y) aldp,~feA = aUBeB und
ViaUB)ec(y) aUBeEB und a € A = alUfeA

Wie {iblich wollen wir untersuchen, was obige Definition fiir O- und <¢-Formeln bedeutet:

Bemerkung 3.6

VOxecd(p) ODoeBacA = OacA und
(4,B) € R, {VD@Ecl(go) OoeA = UOa€eB

Voaed(p) Ca,mracA = <OaeB und
(4,B) € Ry {Vancl(@ SaeB = <acA

Fiir zwei beliebige Atome A, B € A, sagen wir B ist Nachfolger von A, falls (A, B) € R,
gilt. Unter einem R,-Pfad von A nach B verstehen wir eine endliche Folge von Atomen
A=Ay, ..., A, = B, sodass fiir jedes i < n A; 1 Nachfolger von A; ist. Wir sagen dann B
ist erreichbar von A. Die nachfolgenden zwei Lemmata beschreiben wichtige Eigenschaften
iiber Nachfolger- bzw. erreichbare Atome.

Lemma 3.7 Fiir beliebige Atome A und B von ¢ mit (A, B) € R, gilt:
VOaced(p) ~QaceA < -a€eB
Beweis

Def R, Def Atom
<~

~Qaecd "2 Oag A o ¢ B ~a € B

Lemma 3.8 Fiir einen endlichen R,-Pfad Ay, ..., A,, von Atomen von ¢ gilt:
aldfBeA undVi<n fE€A — Vi<n alUpf e A undVi<n a€ A;

ii: fEeA, undvVi<n a€ A, = alfe A

11



Bewelis

i: Wir beweisen zuerst ald B € A; Vi <n, mit Induktion nach n:
n = 1: triwial, da (aU ) € A1 nach Voraussetzung.
n—on+1l:aldf € A, und 8 € A, nach Voraussetzung
YL aUB,-BE A, R aUf € Apir.
Nun zeigen wir noch o € A; Vi < n, ebenfalls mit Induktion nach n:
n = 1: trivial.
n — n + 1: nach Voraussetzung ald 8 € A, und 8 & Ay,. Ist a € Ay, so kann A,
kein Atom sein (vgl. Def. 3.2, Punkt 4), was der Voraussetzung widerspricht.

ii: Nach Def. 8.2, Punkt 5, folgt aus B € Ay, dass ald B € A,. Daher reicht zu zeigen:
alUB eA, undVi<n a€cd; — alpfeA

Dies beweisen wir mit Induktion nach n:
n = 1: trivial.
n—n+l:aldf € A1 und a € Ay,

Def Ry 1V,

aUBeEA, = alUBeA

(Ay, Ry) bezeichne den eben definierten Graph. Wir betrachten nun unendliche Pfade
durch diesen Graph und wollen untersuchen, ob mit geeigneter Interpretation ein Modell
fiir ¢ dabei ist. Als Interpretation dréngt sich die natiirliche Interpretation m, : & — p(A,)
auf, die jeder Aussage p € ® diejenigen Atome zuweist, in denen p enthalten ist;

To(p) :={A; pe A}

Betrachten wir nun einen Pfad 04, = Ag, A1, ... und nehmen wir an, dass ald 8 € Ay gilt:
Die Definition von R, ldsst es zu, dass [ in keinem der Folgegliedern enthalten ist (d.h.
Vi e N (& A;). In diesem Fall hétten wir kein Modell fiir o/ 8. Um dieses Problem
zu umgehen, brauchen wir folgende Definition, indem wir <unproblematische> Pfade als
erfiillend bezeichnen.

Definition 3.9 FEin unendlicher Pfad o4, = Ao, A1, ... durch den Graph (A, R,) heisst
erfiillend fiir ¢, falls

peAy und VieN V(UpP) (aUBeA — Tk>i [eA)

Fdllt die erste Bedingung und somit der Bezug zu @ weg, so sagen wir einfach der Pfad ist
erfiillend.

Das folgende Korollar zeigt, dass jedes Modell, in welchem eine Formel ¢ zu einem Zeit-
punkt ¢ giiltig ist, einen erfiillenden Pfad durch (A, R,) erzeugt.

12



Korollar 3.10 Sei M = (o, 7) ein Modell und es gelte M,n |= ¢ fir eine Formel ¢ und
ein n € N, dann ist die Folge By, By, ..., die gegeben ist durch

B, :={ped(p); M,n+ilE G}
ein erfillender Pfad fiir ¢

Beweis

Alle B;’s sind Atome:
Die ersten drei Punkte der Definition von Atomen (Def. 8.2) sind unmittelbar wegen

Def. 2.6 erfiillt.
SeiaUBeB; L Mn+ilkEaldp
25 Jk >, sodass M,n+ k= fundVj, i <j<k, Min+jE«
— M,n+iEaoder Min+iE=pf 2L o € B; oder B € B;
Seialdfec(p) und BeB; L Mn+ikE=p
L Min+ikEaup 2 aupe B

Def B; Def =

OQaeB << Mmn+iEQa = Mmn+i+lEa«
Pl Mn+i+1}E -« Pk~ M,n+ilE O« R O—a & B;

Es handelt sich um einen Ry-Pfad (z.2. Vi € N (By, Biy1) € Ry):
Sei Qa € cl(p):
OOéGBi @
Sei ald B € cl(p):
auﬁ,—'ﬂe B;
Mn+ikEaldf und M,n+ilE - Def. B;
M,n+i = B und Ik > i, sodass M,n+k |= 3 und

Vi, i<j<k, Mn+jFE « Def. |
Jk>i+1, sodass M,n+kE fundVj, i+1<j<k M,n+jEa«a
Mn+i+lEaldf Def.
allp € Bit1 Def. Bijy
€ Biy1 und a € B;

Mn+i+lEaldf und M;n+ilE Def. B;
M,n+iE aund Ik > i+ 1, sodass M,n+k = 3 und

Vi, i+1<j<k, Mn+jEa«a Def. =

Jk >, sodass M,n+k = S undVj, i <j<k, Min+jE «
Mn+iEaldp Def. =

aldp e B; Def. B;

Bleibt noch zu zeigen, dass der Pfad erfillend fiir ¢ ist:

» € By, da nach Voraussetzung M,n = ¢

SeiadBeB; L Mn+ilkaldp

Def |= Def B;

Jk >, sodass M,n+k = =" 3k >1i, sodass § € Ay

Mn+ikEQa 5 P

M,n+i+1):a OZEB,L'+1

SULL Ly

Lo 1l



Ist eine Formel ¢ erfiillbar, so existiert also ein erfiillender Pfad in (A, R.). Bleibt ei-
ne Frage: beschreibt jeder erfiillende Pfad ein Modell? Das folgende Theorem liefert die
Antwort.

Theorem 3.11 Seioy, = Ay, Ay, ... ein erfillender Pfad in (Ay, Ry) und M = (0.4,,7,):
Vi €clp),VieN MiEv <= ¢ eA

Beweis

Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach Formelaufbau:

PYp=pe d:
M ifEDp “E A; € my(p) e pEA;
1/}Eﬁ04.‘
MikE-a “L5 Mifta <5 agd; "L ae 4
Y=aVp:
MiEaVvp “£e M,i = a oder M,i = (3
L a €A oderBed; "L avpe A
¥ = Qa:
M,i E Qo “E Mii+lEa <5 acdin Pl Qa € A;
Yv=alp:
<=>: MjilEaldf
= Jk >1, sodass M,k | = S undVj,i <j<k, M,jE« Def. |=
= dk >4, sodass B € A und Vj,i < j <k, a €A ja%
= alfeAi L. 8.8.ii
<&es>ralf e A;
= Jk >4, sodass B € A, und Vj,i <j <k, B&A; oA, erf. Plad
= dJk >4, sodass B € A und Vj,i < j <k, a €A L. 8.8
= 3Jk >1, sodass M, k= undVj,i<j<k, M,jE « v
= M,iEalp Def. =

Daraus folgt unmittelbar, dass jeder erfiillende Pfad fiir o, 04, = Ao, A1,... in (A, Ry,)
mit der natiirlichen Interpretation m, ein Modell fiir ¢ ist, denn es gilt (0.4, 7,,0) = .
Es reicht also im Graph (A,, R.,) nach einem erfiillenden Pfad fiir ¢ zu suchen um Erfiill-
barkeit zu testen.
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3.3 Entscheidbarkeit

In diesem Abschnitt werden wir einen Algorithmus angeben, der testet ob ein erfiillender
Pfad existiert und somit gleichzeitig testet, ob eine gegebene Formel ¢ erfiillbar ist oder
nicht.

Definition 3.12 Fin Graph heisst zusammenhéngend, falls zwischen je zwei verschiede-
nen FEcken A, B ein Pfad von A nach B existiert.

Man beachte, dass mit dieser Definition ein Graph bestehend aus einer Ecke und ohne
Kanten ein zusammenhéngender Graph ist!

Definition 3.13 FEin nicht-leerer zusammenhdngender Subgraph C C (A,, R,,) heisst auto-
erfiillend, falls

VAeC, Y(aUpB) aUBfeA = dTBe€C, sodass € B

Lemma 3.14 Sind C und C' zusammenhdngende Subgraphen von (A,, R.,) und ist C C C’,
dann gilt:
C ist auto-erfiillend = C'ist auto-erfiillend

Beweis

Sei C C C" und C auto-erfiillend, dann nehmen wir ein beliebiges A € C’', sodass
ald 3 € A. DaC' zusammenhingend und C nicht leer ist, gibt es ein von A erreich-
bares B € C:

adB e Ael Ly ald B € B oder es gibt ein C' zwischen A und B, sodass
B € C. Im zweiten Fall sind wir fertig.

aUBEB ™" 3D eC, sodass € D = 3D €', sodass 3 € D

Ein unendlicher Pfad durch einen endlichen Graph durchlduft mindestens eine Ecke un-
endlich oft. Betrachten wir den Subgraph bestehend aus allen Ecken, die unendlich oft
durchlaufen werden, so ist offensichtlich, dass dieser zusammenhéngend sein muss. Be-
trachten wir einen erfiillenden Pfad fiir ¢ durch (A,,R,), so bilden also die Atome die
unendlich oft getroffen werden einen nicht-leeren zusammenhéngenden Subgraph. Da die-
ser Pfad erfiillend ist, muss dieser Subgraph auto-erfiillend sein. Es lésst sich also folgendes
festhalten: Ein erfiillender Pfad fiir ¢ startet mit einem Atom A 3 ¢ und bleibt irgendwann
in einem auto-erfiillenden Subgraph.

Um effizient einen erfiillenden Pfad zu suchen, werden wir den Graph (A,, R,) suk-
zessive reduzieren, indem wir <unbrauchbare> Atome loschen. Als Konsequenz aus vorhe-
rigem Lemma, betrachten wir nur maximal zusammenhéngende Subgraphen, also zusam-
menhéngende Subgraphen, die nicht in echt grosseren eingebettet sind:
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Definition 3.15 FEin mazimal zusammenhdngender Subgraph C von (A, R.,) ist unbrauch-
bar, falls eine der beiden folgenden Punkte zutrifft:

o C ist micht erreichbar von einem Atom, das ¢ enthdlt.

e C ist nicht auto-erfiillend und hat keine ausgehenden Kanten.

Der Algorithmus besteht nun darin, die unbrauchbaren maximal zusammenhéngenden Sub-
graphen nacheinander zu loschen und am Ende zu testen, ob der resultierende Graph leer
ist oder nicht.

Algorhitmus 3.16 Gegeben sei eine Formel ¢ und der dazugehirige Graph (A,, R,). Da
der Graph endlich ist, kann es auch nur endlich viele unbrauchbare Subgraphen geben.

o (Ay, Ro) := (Aeochp)

e =0
wiederhole solange es unbrauchbare Subgraphen hat:

C; := ndachster unbrauchbarer Subgraph

Aipr = A\ G
Rit1 =R NAipr x Aigq
1:=1+1

o (A, R,):= (AR, (n = Anzahl Wiederholungen in Schritt 2)
Lemma 3.17 Lin erfillender Pfad fir ¢ in (A, Ry) ist ein erfillender Pfad fir ¢ in
(Ap Ry)
Beweis

Aus Def. 3.15 und L. 3.1} folgt, dass ein unbrauchbarer Subgraph nicht erreichbar
ist von einem Atom A 3 ¢ oder keinen auto-erfillenden Subgraph enthalten kann.
Ein erfillender Pfad fiir ¢ kann daher nicht durch einen unbrauchbaren Subgraph
laufen. Also: Fin erfiillender Pfad fiir ¢ in (A;, R;) ist ein erfillender Pfad fiir ¢ in
(Ai+1,Rit1). Der Rest folgt mit Induktion nach der Anzahl n der Wiederholungen
im Algorithmus.

Theorem 3.18 Fiir beliebige Formeln ¢ gilt:

@ ist erfillbar <= A, #0
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Bewelis

<=
¢ erfillbar "Z%"" es gibt einen erfillenden Pfad fir ¢ in (Ag, Ry)
L2 es gibt einen erfillenden Pfad fiir ¢ in (As,Ry) = A, #10

Ist der Graph nicht leer, so besteht er ausschliesslich aus <brauchbarens> Subgraphen.
Diese sind erreichbar von einem Atom A 3 ¢ und entweder auto-erfillend oder haben
ausgehende Kanten. FEs kionnen aber nicht alle brauchbaren Subgraphen nur ausge-
hende Kanten haben und gleichzeitig nicht auto-erfillend sein, da sonst der Graph
unendlich sein miisste (und es unendlich viele brauchbare Subgraphen geben miisste).
Der Graph ist aber endlich und daher muss mindestens ein brauchbarer Subgraph
auto-erfillend sein. Daher:

A, #0 = es gibt ein Pfad Ao,...,An_1, sodass ¢ € Ay und A,_1 in ei-
nem auto-erfiillenden Subgraph ist — es gibt einen erfillenden Pfad fiir ¢ in
(Ap, Ry) == es gibt einen erfillenden Pfad fir ¢ in (Ap, Ry) oo
erfillbar

© 1st
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4 Ein Beweissystem fiir PLTL

Wir préisentieren im Folgenden ein Beweissystem fiir PLTL, welches wir aus [?] entnommen
haben. Ganz allgemein besteht ein Beweissystem aus Axiomen und Schlussregeln, mit deren
Hilfe sich Formeln herleiten lassen. Sinn und Zweck ist, alle giiltigen Formeln herleiten
zu konnen (Vollstandigkeit) und umgekehrt, dass alle hergeleiteten Formeln giiltig sind
(Korrektheit).

4.1 Axiome und Schlussregeln
Axiome von PLTL:

A0 Instanzen aussagenlogischer Tautologien

Al Orae=-Qa (selbst dual)
A2 Ofa— 8) = Qa— OB (K©)

A3 O(a— §) — Da— Op (K°)

A4 O(a — Qa) —» a — Oa (Induktion)
A5 alUp < BV (aNOlalUpf)) (Fixpunkt)
A6 aldp — Op

Als aussagenlogische Tautologien werden auch Substitutionen davon betrachtet, so ist zum
Beispiel Oa vV =Oa eine Tautologie.

A1 besagt, dass sich () zu sich selbst dual verhilt.

A2 und A3 sind die K-Axiome fiir O und (.

A4 entspricht dem Induktionsprinzip von N.

A5 nennen wir Fixpunkt-Axiom. Mit seiner Hilfe kann eine U -Formel unendlich <auf-
geblasens> werden. Die U -Formel im linken Teil kommt rechts als Subformel wieder vor
und kann wiederum mit dem ganzen rechten Teil ersetzt werden. Dieser Vorgang lasst sich
beliebig oft wiederholen und so lassen sich beliebig grosse Formeln herleiten, die folgende
Struktur aufweisen:

QU B BV (aAOBVarOBY...AO@UB)...)))

Auf diese Weise konnen beliebig viele () <abgespalten> werden, jedoch in der innersten
Klammer bleibt stets alf 3 iibrig. Dieses lédsst sich nicht eliminieren, daher der Name
Fixpunkt-Axiom. Dieses Axiom ist auch verantwortlich, dass es sich bei PLTL um eine
nicht-kompakte Logik handelt (vgl. Abschnitt 6.3).

Schlussregeln sind Regeln, wie von vorhandenen Formeln auf neue geschlossen werden kann.

Schlussregeln von PLTL:

Gen" aus « schliesse Oa
Gen®© aus a schliesse Oa
MP aus a und a — (3 schliesse (3
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Gen" und Gen® sind die Generalisierungsregeln fiir die beiden (modal-artigen) Operato-
ren O und Q).
MP ist der gewohnliche Modus Ponens.

Eine (PLTL-)Herleitung einer Formel ¢ besteht nun aus einer Folge von Formeln ¢y, . . . , ¢y,
sodass 1, = @ gilt und alle 1); fiir ¢ < n entweder Axiome sind oder mit einer Schlussregel
aus fritheren Folgegliedern vy, k < i, geschlossen wurden.

Formeln die sich aus den sechs Axiomen und den drei Schlussregeln herleiten lassen
nennen wir (PLTL-)Theoreme. Ist a ein Theorem so schreiben wir F «a. Fiir beliebige
Formelmengen ¥ schreiben wir ¥  «, falls es endlich viele Formeln 3y, ..., 3, € % gibt,
sodass = By A ... A B, — « gilt.

Wenden wir uns nochmals dem Fixpunkt-Axiom zu: Reduziert man dieses Axiom auf <-
und O-Formeln, so erhélt man folgende Bemerkung:

Bemerkung 4.1
Foa« aV (Ol

und
F Do < aAN QO

Das oben beschriebene «Aufblasens sieht dann so aus:

Bemerkung 4.2
VmeN Foa—aVvQaVv...vO aVv (O oa

und
VvneN FOa—=aAQaA...AQ"aAO " 0a

O"a bedeutet dabei () () ... a. Hier gilt das Gleiche wie oben: Es lassen sich beliebig
_

n mal

viele O) abspalten, aber das letzte Glied enthélt stets noch ein & (bzw. O). Die Herleitungen
dieser Theoreme stehen im Anhang, benotigen aber das spéter folgende Theorem 4.4.

4.2 Korrektheit
Theorem 4.3 PLTL ist korrekt

Beweis

Sei M ein beliebiges PLTL-Modell und © € N ein beliebiger Zeitpunkt darin. Wir
zeigen, dass die Axiome in M, i giiltig sind und dass die Regeln Giiltigkeit bewahren.
AO0: ist klar
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Al:

A2:

AS3:

Al

Ab:

Def =

MiEO-a 25 Mit+lkE-a “25 Mi+l}a
Def |=

MiltQa 25 M,iE-0a

Def =
. Def =
MiEOla—p) <
Def £
<

/\/l,i—|—1|:oz—>ﬁ

M, i+ 1} aoder M,i+1= B (1)

Def =

M,iE Qa M,i+1|:04(2)'
(1) und (2) = M,i+1E=8 2L M,i=08

M, i = O(a — )

Def
EEES

Def |-
=

Ve>iMkEa—p3

Vk > i M,k £~ a oder Mk = (1)
MikEDOoe 5 Vk>iMkEa (2
(1) und (2) = Vk>iMkEB 2L M,ik=0p

M, i O(a = Oa)
Vk>i Mk E a— Qo Def. =
Vk > i M,k £~ a oder M,k = Qo Def. =
Vk >i Mkt~ o oder Mk+1FE « Def. =
Vk >i M,k Ea oderVj >k M, jE «

Vk > i M,k E a— Oa Def. =

1Tt

<—=>: MjilEaldf

—

Jk > i, sodass M,k |= B undVj,i <j<k, M,jE«

1. Fall: k=1i: M,i =
2. Fall: k > i: 3k > i+ 1, sodass M, k' = 3 und
MiiEaundVii+1<j<k, M,jE «
= M,iEaNQlalUp)

= M,iEpBV(aAO(alp))

<e>: M,i|E BV (aANO(al B))

= M,iE B oder (M,iE aund M,i+1FE aldf)
1. Fall: M,i= 5 25
2. Fall: M,i = o und M,i+ 1k aldp

M, i o und Ik > i+ 1, sodass M,k = 5 und
Viii+1<j<k M,jE«

—

=
-

Ik > i, sodass M,k = B und Vj,i<j<k, M,jE «

M, il=alp

e M, ik BV (aAO(alB))

Mil=alp
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4.3 Vollstindigkeit

Unser néchstes Ziel ist zu beweisen, dass unser Beweissystem vollstdndig ist. Jede giiltige
Formel sollte herleitbar sein. Die Grundidee besteht darin, den Ablauf des Algorithmus
syntaktisch zu imitieren. Betrachten wir eine giiltige Formel ¢, so wissen wir, dass - nicht
erfiillbar ist. Lasst man den Algorithmus mit —¢ laufen, wiirde also am Schluss ein leerer
Graph iibrigbleiben. Wir werden sehen, dass das syntaktische Imitieren des Algorithmus
uns einen Beweis fiir ¢ liefern wird, womit Vollstdndigkeit bewiesen wére.

Zuerst aber prasentieren wir ein paar Theoreme und abgeleitete Schlussregeln von
PLTL. Es sind alles Beispiele, die spéater im Beweis benutzt werden, ansonsten aber nicht

A6:

M, i=alp
A sodass M,k = B undVji<j<kM,jFEa

M,il= OB

Wir haben gezeigt, dass alle Axiome in beliebigen Modellen zu beliebigen Zeitpunkten
erfillt sind, daher sind sie alle giiltig. Fir die Schlussregeln von PLTL ist offensicht-
lich, dass sie Giiltigkeit bewahren. Ist eine Formel « giiltig, so ist sie in jedem Modell
zu jedem Zeitpunkt giiltig, dann sind aber natirlich auch Oa und O« giltig. Modus

Ponens ist ebenfalls klar.

unbedingt relevant sind.

Theorem 4.4 Folgende Regeln kénnen von PLTL abgeleitet werden:

KS
KP
R1
R2
R3
R4
R5
RO
RO

Fa—p3
Fa— 0
e
Fa—7y
Fa—BVy
Fa—vy
Fa—p(
Fa— 3
Fa—p3

IND Fa— Qo

und

und
und
und

und

FB—

FG—9
Fa— 2y
FG—y

o —

RN
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Fa—vy

F -0 — -«
Fa—p3
FaVp—~vyVd
Fa— 0
FaVvVp—vy
Foa— BAy

- Oa—Of
FOa— 0

Fa— Do



Folgende Formeln sind PLTL-Theoreme:

Tt OlaVp) < OaVvOp

T2 OQanOp < Olanp)

T3 OavOpf— O(aVg)

T/ OaAOB« O(aAp)

75 00aA0QB—D0 (aApf)
T6 DOa — OO«

T7 Da—O0Qu«

Beweis

Die Regeln KS, KP und R1-R5 sind bereits aussagenlogisch giiltige Regeln und kdnnen
sehr einfach mit geeigneten Tautologien und Modus Ponens abgeleitet werden. R(), RO
und IND folgen aus den Aziomen KO,K% und Induktion (vgl. Anhang fiir Details).

Ti1:
1. O(aVvp)—-0-aVvQOp A2
2. aVp—-aV Tautologie
3. Olavp) = O(-aVp) RO(2)
4. " O—~aVvOB—OQaVv(Op R2(A1,08 — OB)
5 OlaVvp)— QavOp KS(KS(8,1),4)
6. a—aVp Tautologie
7. OQa— OlaVvp) RO(6)
8. Qﬁ — Q(a V 5) analog 6,7
9. OavOp— Olavp) R4(7,8)
10. O(aVvp) < OQavOp IS5

T2 lisst sich wegen A1 einfach auf T1 zurickfihren.

T3:
1. a—aVvp Tautologie
2. Oa— O(aVpg) RO(1)
3. 06— D(a V B) analog 1,2
4. OavOg—0aVp)  ries

T:
1. a—=0F—-aAp Tautologie
2. Da— 00— aANp) RO(1)
3. Oa— 08 —0(aAp) KS(2,A3)
4. (Da— 08 —=0(aApf) = 0aANOF —0O(aAfB)  Teutologic
5. OaAOpf— O(aAp) MP(4,3)
6. aNf— « Tautologie
7. O(aAp)— Da RO(6)
8. O(anp)—0Op3 analog 6,7
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9. O(aAB) — OaADfB  rsms)
10. OaAOf < O(aAp) 59

T5:
1. OQanQOp— Olanp) T2
2. OQanNOp) - 00 (anp) RO(1)
5. 00arD0f—00QaA0h)  n
4. O0anNODQOQB—=-O00(aAB)  ksse
T6:
1. Oo — ODOé Bem. 4.1
2. Oa — O00a IND(1)
T7:
1. Oa — ODO[ Bem. 4.1
2. Oa — OO0« T6
3. Oa — « Bem. 4.1
4. OBba = Qa RO(3)
5. Da— Qo KS(1,4)
6. D0a— 00« RO(5)
7. Da— 00« KS(2,6)

Schauen wir uns nun also den Algorithmus nochmals an. Wir wollen wissen ob eine Formel
@ giiltig ist und fiittern daher den Algorithmus mit —p. Lisst man ihn so laufen, entsteht
eine Folge von Graphen

(A, Roy) = (Ao, Ro)y - ooy (A, Ry) == (Ao, Roy)

fiir ein geeignetes n € N.
Bevor wir nun zeigen, was es mit dem <syntaktischen Imitieren> auf sich hat, wollen
wir noch ein paar Konventionen beziiglich Notation vereinbaren:

Notation 4.5 Ist Q = {ay,...,a,} eine endliche Formelmenge, so schreiben wir
/\QI:Oél/\.../\Oén
fiir die Konjunktion der einzelnen Elemente. Analog lisst sich \| Q definieren. Fir leere @
st dann
NQ=N\0=T
Ve=Vo-1

Fiir Atome A € A, schreiben wir abkirzend

A::/\A

Auf diese Weise kinnen die einzelnen Atome als Formeln interpretiert werden.

23



Die Theoreme auf den néchsten Seiten beweisen Formeln, die den Graph (.Ag, Ry) betreffen.
Sie dienen alle als Vorbereitung fiir Theorem 4.15, welches Aussagen iiber Formeln macht,
die einen beliebigen Zwischengraph (A;, R;) betreffen, insbesondere den letzten Graph
(Ag, R-g)-

Theorem 4.6 Fiir beliebige Atome A und B gilt:
A#B = +A—-B

Bewelis

A#B =— da, sodassa € A und ~a € B
daher ist A — =B eine Tautologie.

Theorem 4.7
VA
AeAp
Beweis
Sei cl(—p) = {aq,...,an, a1, ...,7an}t: Um das Theorem zu beweisen, rufen wir

uns nochmals in Erinnerung, wie wir die Menge der Atome konstruiert haben (vgl.
Bsp. 8.4). Da haben wir in einem ersten Schritt die Mengen By,..., Bon konstru-
iert, die alle die ersten beiden Bedingungen fiir Atome erfillen. Die tatsdchlichen
Atome erhielten wir durch systematisches Streichen der Mengen, die eine der weite-
ren Bedingungen fiir Atome verletzten. Dieser Beweis hat dieselbe Struktur wie jene
Konstruktion.

Wir beginnen mit der Tautologie (oq V —aq) A...A (an V —ow,)
Bringt man diese Formel gemdss den de Morganschen Regeln in eine disjunktive
Form, so erhalten wir die Disjunktion tber die Konjunktionen der B;’s.

Es gilt also: + Bi V...V Bon
Wir zeigen, dass fiir jedes B; welches kein Atom ist, - -B; qgilt:
Es gibt fiinf Faille weshalb B; kein Atom ist.
1. Fall: 3(aV B) € By, sodass a & B; und 3 ¢ B;
= -« € B; und -0 € B;
— Bi=(aVB)A-aA-FA...
—  —Bi=-(aVvp)VaVvpV... (Tautologie)
= F _‘Bi
2. Fall: A(a V B) € cl(—y), sodass o € B; und oV 3 & B;
— Bi=aA(~aA-8)A...
— -B;=-aVaVa\V... (Tautologie)
= F _‘Bi
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3. Fall: I(a V B) € cl(—y), sodass € B; und oV 3 & B;, analog Fall 2
4. Fall: I(aU B) € By, sodass a & B; und 3 ¢ B;
FaldpB —aV mit A5
— B;FaVv ﬂ aldB € B;
= B+ —|Bi -, B € B;

= F B,
5. Fall: 3(alU B) € cl(—yp), sodass B € B; und ol § & B;
FﬂHaUﬂ mit A5

— BiFaldp geB;

— Bz F _‘Bi alUpB ¢ B;

= —|Bi
Fiir jedes Nicht-Atom B; kénnen wir also ﬁBi beweisen. Mit MP und der Tauto-
logie oV 8 — =3 — « konnen wir aus der Disjunktion aller B; alle Nicht-Atome

eliminieren.
Theorem 4.8
Foa— \/ A
a€AEAy
Beweis
1. A — XX (VA, « ¢ A) Tautologie
2. a— A (VA ad A) KP(1)
3. o — /\CMQA _‘A R5(2)
4. a— \/AEAO A R1(Th. 4.7)
5. o — \/CMEAE.AO A R3(4,3)

Theorem 4.9 Fiir ein beliebiges Atom B € Ay gilt:

FB—0O(\ A4

AeAy
N——
¥
Beweis
1. vy Th. 4.7
Oy genO (1)

3. B>y ki
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Theorem 4.10 Fiir beliebige Atome A, B € Ay gilt:

Bewelis

(Av B) ¢ RO

— +A-(QO-B

Es gibt vier Méglichkeiten, weshalb (A, B) & Ry ist:
Fall 1: 3Q a € cl(—y), sodass Qa € A und o ¢ B

Cuds o o~

6.

A O« Taut. (Oa € A)
Oa — O« RO (Taut.)
A O« KS(1,2)
E — T Taut. (—a € B)
O-—a — O-B RO(KP(4))
A OﬁB KS(3,5)

Fall 2: 30 a € cl(—y), sodass Qa ¢ A und o € B

1
2
3.
4.
5
3

Fall 3:

o RS G oo =

Fall 4: 3(alU B) € cl(—yp), sodass ald € B,a € A undalU B ¢ A

P RS G oo~

A—>—|Oa Taut. (~O a € A)
A O« KS(1,A1)
B -« Taut. (o € B)
O—a — Q—B RO(KP(3))
A OﬁB KS(2,4)

A= alBn-p

ald BA-B— BV Olal B)

aUPBNB—p
ald FA=5— Olal B)
A= OaUp)

B — —(all p)
Ofaldp) = OB
A— (O-B

A—)O[/\_‘(OKUﬂ)

(al B) € cl(—y), sodass alU B,- € A und alU [ & B

Taut. (@UB,—B € A)
mit A5

Tautologie

R3(2,3)

KS(1,4)

Taut. (~(aU B) € B)
RO (KP(6))

KS(5,7)

Taut. (o, ~(aUB) € A)

aN=(alp) — -aV -0 (alf) mit KP(A5)
aN-(alUpf) — Tautologie
aN=(alUpB)— -0 (aldp) R3(2,3)
A— =0 (alp) KS(1,4)
B€—>al/lﬁ Taut. (aU B € B)
O-(ald B) = OB RO (KP(6))
A— OﬁB KS(KS(5,A1),7)
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Theorem 4.11

AeA, = HA-0O( \/ B
(A,B)ERo

Bewelis
A= O(Vpea, B) Th 4.9

A - VBeA OB KS(1,T1)
A /\ A,B)¢Ro OﬁB R5(Th. 4.10)
A_>/\( B)¢gR _‘OB KS(3,A1)
A - V A,B)ERy OB R3(2,4)

AHO(V(AB €Ro B) KS(5,T1)

S v oo~

Nun machen wir den Schritt von (O zu O, dazu bezeichne R den reflexiv-transitiven
Abschluss von Ry.

Theorem 4.12
Ae Ay = F A— O \/ B)

(A,B)ER}
——
gl

Bewelis

Ist A ein beliebiges Atom, dann gilt fiir Atome B, C mit (A, B) € R und (B,C) € Ry
natirlich auch (A,C) € R, daher ist die erste Zeile eine Tautologie:

1. Vipoyer, C’—>'y (VB, (A,B) € Rf)  tut. (0 —avp)
2. Q(\/(B C)eRo C) = Oy (VB, (A,B) € R}) row

3. B—=OWN B.oyer,C) (VB, (A,B) €R;) s

4. B—=(On (VB, (A,B) € R§) kss.2

5 =0 R4(4)

6. ~v— Oy IND(5)

7. A— ol Taut. (R} reflexiv)
8. A Oy KS(7,6)

Das nichste Theorem macht eine Aussage iiber die Disjunktion aller Atome B, die von
irgendeinem Atom A 3 —¢ erreichbar sind:

Theorem 4.13

Fap—0(\/ (' B)

—p€A (A,B)ER}
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Bewelis

1. _:SD N VﬁgoeA‘Zl A Th. 4.8
2. A— D(V(A,B)GR(’; B) (VA, ~p€A) 12
3 Viopea A— Vopea D(\/(A,BA)ER(*) B) R2(2)
4 790 = Vopea BV (a,)ers BA) KS(1,)
5. =0 =0V yealViapjer; B)) KS(4,73)

Im Folgenden brauchen wir weitere Schlussregeln.

Bemerkung 4.14 Folgende Regeln konnen von PLTL abgeleitet werden:
R6 Fa—0OB—7) und Fa— 0O(F —0)
R7 Fa—0O0 —7) und vy —9

Fa— 0B —vA0J)
Fa— 08— 90)
Fa—p3Vy—0Ve
Fa— 00
Fa—0BVy—9)
- a— (3 - 0)
@~ 0(3 - 3)

RS Fa—p—90 und Fa—y—ce€
R9 Fa—-0Op—~
R10 Fa—-0O(B—6

RIl Fa— 0@ — Q)
R12 Fa— Oy —0) und F [ —

und F 3 — —y
und Fa— O(y —9)

RN

Die detaillierten Herleitungen dieser Regeln sind im Anhang nachzusehen.

Die bisherigen Theoreme 4.7 - 4.13 machten alle eine Aussage, die den Ausgangsgraph
(Ao, Rg) betrafen. Jetzt wollen wir untersuchen, was sich beweisen lidsst beziiglich den
Zwischengraphen (A;, R;), i < n. Im Folgenden stellen wir fiinf Behauptungen auf, die wir
gleichzeitig per Induktion nach i beweisen wollen.

Theorem 4.15 Fiir die ersten drei Behauptungen sei A ein beliebiges Atom:
Beh 1 A%AZ — }_—|QO—>D—|A
Beh 2 Ae A = F-p—0OA-= QO B))

Beh 3 AcA = F-op—D0OA—-D( B))
Beh { F-p— \/ A
—pEAEA;

Beh5 F-p—0O( \ (\V B)
~pEAEA; (A,B)ER!
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Bewelis

Wir beweisen alle fiinf Behauptungen gleichzeitig per Induktion nach i:

1=0:

Beh 1 ist trivial, da es kein Atom A € Ay gibt.

Beh 2 und 3 folgen aus den Theoremen 4.11 bzw. 4.12, je mittels Gen" und R1.
Beh 4 und 5 sind die Theoreme 4.8 und 4.183.

i — 1+ 1:

Die fiinf Behauptungen seien giiltig fiir 1.

Beweis von Beh 1 fiiri+ 1:

Sei C C (A;,R;) derjenige unbrauchbare Subgraph, der beim Ubergang von i nach
i+ 1 geloscht wird, d.h. (Ait1,Rit1) = (Ai, R;) \ C. Es gibt zwei Fille, warum C
unbrauchbar ist:

1. Fall: C ist nicht erreichbar von einem Atom B > —p. Sei nun also A € C, dann

folgt aus Th. 4.6 und R/
FCV CV ay—--4 (%

—~peBEA; (B,C)eR:

~

Man beachte: ~ entspricht der Disjunktion tber alle Atome, die von irgend einem
Atom B > = erreichbar sind.

1. Oy — O-A RO(%)
2. —p— Oy IV Beh 5
8. —p— 024 ks

2. Fall: C hat keine ausgehenden Kanten und ist nichl auto-erfiillend
B (ol B), sodass ald 3,03 € B fiir alle Atome B € C
Set also A € C. Es gilt dann C ={B; (A,B)eR}}.

1. /l—>a?/1ﬂ Taut. (aUB € A)
2. A— o6 KS(1,A6)
3. B—-p (VB e€C)  taut (-8eB)
4 (Viaper: B) = - )
5. OV uper: B) — 08 RO(4)
6. —p— D(AH D(V(A,B)ER;* B)) IV Beh 3
7. —p— D(A — D—ﬂ) R7(5,6)
8. —p— O-A R9(7,2)

Beweis von Beh 2 fir i+ 1: Sei A € A;11 beliebig:

1. -p—0O-B (VB, (A,B) € R;\ Ris1) Ben 1
2. —p—00O-B (VB, (A,B) € Ri \ Ri+1) KS(1,T7)
3. 29— Naperiri, DO ﬁBA R5(2)
4. —p—00 (/\(AvB)E,@i\,R'ﬁLIA_‘B) ) KS(3,T5)
5.

O(/\(A’B)ERZ\RZ+1 _\B) — A — O(/\(A,B)GRZ\RZ+1 _|B> Taut. (¢ — B — «)
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6. OO (Apera\Ri -B)

- D(A_>O(/\ (A,B)ER\Ri11 ﬂB)A) RO(5)
7. - —D0(A— O(/\ AB)eRARi1 D)) KS(4.6)
8. ﬁ90—>D(A—>O(\/ A,B)ER; B)) A v
9. —p— D(A — O(/\ (AB)ER\Ri41 ) A O(\/ AB)ER; B)) R6(7,8)

10. Naperari "B AV per, B = V(a,B)eri B

1. O(A@a BeraR: "B AV (4R, B)
= OV (4,B)eri;1 B) )
12, O(Aa,Byeri\Rip: 7B) AN OV (4,8)er, B)
- O(\/A(A B)eRi11 B) )
18, = — 0(A = OV (ap)eri, B))

Beweis von Beh 8 fir i+ 1: Sei A € A;11 beliebig:

Taut. (B A (V@) — a)

RO(10)

KS(T2,11)

R7(9,12)

Die Herleitung geht analog zu jener von Theorem 4.12. Sei auch hier

V= \/(A,B)GR;+1 B

(
¢ — Oy — OY)
—p— By — )
A— -~

- — D(A — D'y)

o RS> G Lo~

Beweis von Beh 4 fir i+ 1:

1. —p— —-A (VA € A; \ Aiy1) Ks(Ben 1, Bem. 4.1)
2. —p— /\AeAi\-AiJrlA_‘A R5(1)
3. p— \/ﬂgoeAeAi A v
4. @ — \/ﬁSDGAEAiH A R3(3,2)

Beweis von Beh & fiir i+ 1:

VB.o)eri ¢ -7 (VB, (A, B) € R},
OV (B,0)erss €) = O (VB (A, B) € Ry,
e D(Bi — OV (B,oyeri, €)) (VB, (A, B) € Ri,,)
—\<p—>DB—>O’y) (VB, (A,B)ER:_H

Tautologie

RO(1)

Beh 2

R7(3,2)

R10(4)

R11(5)

Taut. (Riyq refleiv)

R12(6,7)

In der folgenden Herleitung machen wir Gebrauch von der Tautologie

(@=f—=7)=(a=f)—a=y (T)

B)

1. —p—A-0O, AB)ER?,, B) (VA€ Aij1)
2. =0 =V gesea, A = Vogeaea, PViapier:,,

3 o — VweAeAiH A .

4o 70 = Vopeaea,, IV per o B)

5.

2 D(\/ﬁgoeAeAHl (\/(AvB JERT 4 B))
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Beh 4
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Jetzt ist es mit Hilfe von Beh 4 und der Tautologie (—a — 1) — « einfach, Vollstandigkeit
zu beweisen:

Theorem 4.16

Fe = ko
Beweis

Sei also ¢ eine giiltige Formel:
= = - ist nicht erfillbar == A, =0 2 k- 0
= Fp—-1 = Fop
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5 Gleitend und verankert - zwei Versionen

Im Kommentar zur Definition 2.6 erwéhnten wir eine alternative Variante Giiltigkeit einer
Formel in einem Modell zu definieren, die so genannte verankerte Version. In diesem Kapitel
wollen wir die beiden Varianten vergleichen und diskutieren.

5.1 Definition der Begriffe
Definition 5.1 Sei M = (0g,7) ein Modell und o eine beliebige Formel:

e MEa = VieN M,ilEa (gleitend)
e MlFa <= M, 0E=a (verankert)

Wir verwenden also das Symbol I fiir Giiltigkeit nach verankerter Version. Fiir beide Vari-
anten bleiben die Modelle die gleichen und auch die Definition der Giiltigkeit zu einzelnen
Zeitpunkten ist gleich. Der einzige Unterschied betrifft die Frage, wann eine Formel « in
einem Modell M giiltig sein soll. Die gleitende Version sagt, dass « in M giiltig ist, wenn
sie es zu allen Zeitpunkten von M ist und entspricht damit der allgemeinen Praxis fiir Mo-
dallogiken. Die verankerte Version besagt, dass o in M giiltig ist, wenn sie es am Anfang
(zum Zeitpunkt 0) ist.
Folgende Zusammenhénge sind direkt aus der Definition der Begriffe ersichtlich:

MEa = Mlra

sowie

MEa <= MIFDOao

Die verankerte Version ist offensichtlich die weniger strenge Definition. Man kann darin
die gleitende Version <simulieren>, indem man nur O-Formeln betrachtet. Nun sind aber
vor allem die giiltigen Formeln von Interesse, also diejenigen, die in allen Modellen giiltig
sind. Wie unterscheidet sich die Menge derjenigen Formeln, die in allen Modellen zu allen
Zeitpunkten giiltig sind, von der Menge der Formeln, die in allen Modellen zum Zeitpunkt
0 giiltig sind? In Kapitel 4 zeigten wir ein Beweissystem, welches genau die Formeln der
erst genannten Menge herleiten kann. Wie sieht ein Beweissystem aus, mit welchem sich
genau die Formeln der zweit genannten Menge herleiten lassen?

Notation 5.2 Sei 0g = sg, 51, ... eine beliebige Folge tiber einer beliebigen Menge S und
M = (0g,7) ein Modell. Wir bezeichnen mit 0% diejenige Folge, die mit og identisch ist,
aber erst an der k-ten Stelle beginnt.

k ._
05 ‘= Sky Sk+15 - - -

Mit M* := (¥, 7) bezeichnen wir das entsprechende Modell.
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Das folgende Theorem zeigt, dass die beiden Versionen der Giiltigkeit &quivalent sind
beziiglich der Menge der giiltigen Formeln.

Theorem 5.3
Fa <<= Fa

Beweis

Die Implikation von links nach rechts ist trivial, die Gegenrichtung hingegen tber-
rascht vielleicht auf den ersten Blick. Nehmen wir an o sei nicht giiltig:
o = es gibt ein Modell M und i € N, sodass M,i = «

= Mlfa = Fa

Der Beweis zeigt, wenn es ein Modell und ein Zeitpunkt £ gibt in der eine Formel «
nicht giiltig ist, so ist in demselben Modell, das einfach die ersten ¢ < k Zeitpunkte weg
ldsst, a auch aus verankerter Sicht nicht giiltig. Also sind die beiden Definitionen letztlich
dquivalent. Wenn etwas zu den Anfangszeitpunkten in allen Modellen gilt, so auch zu allen
Zeitpunkten in allen Modellen.

Die erste Frage ist damit beantwortet, die Menge der giiltigen Formeln ist fiir beide
Versionen die gleiche. Was aber ist die Motivation verschiedener Definitionen, wenn es
doch keine wesentlichen Unterschiede zu verzeichnen gibt? Dazu ist erstmal zu sagen, dass
es sehr wohl Unterschiede gibt, sobald man die Sprache mit Vergangenheits-Operatoren
erweitert. Der Anfangszeitpunkt ist ndmlich der einzige Zeitpunkt in einem Modell, der
keinen Vorgéngerzeitpunkt besitzt, und das ist ein wesentlicher Unterschied. Bezeichnet [
das Pendant zu O fiir die Vergangenheit, so gilt zum Beispiel IF 0L, aber = L.

Die Motivation fiir die verankerte Version liegt in der Anwendung zur Uberpriifung von
nebenldufigen Programmen. Der Programmablauf entspricht einem Modell und mit PLT L-
Formeln lassen sich Eigenschaften des Programms beschreiben. Die verankerte Version
widerspiegelt die Sicht, dass das Programm im Anfangszustand, also bevor es startet, die
gewiinschten Eigenschaften erfiillen soll.

5.2 Ein Beweissystem fiir die verankerte Version

Auch die zweite Frage, jene nach einem vollstandigen Beweissystem fiir die verankerte Versi-
on, ist nun natiirlich beantwortet. Die Definitionen sind (die Zukunft betreffend) dquivalent,
also ist das Beweissystem aus Kapitel 4 auch vollstdndig beziiglich der verankerten Version.
Ein Problem ergibt sich allerdings, wenn man eine erweiterte Sprache mit Vergangenheits-
Operatoren betrachtet. Das Beweissystem aus Kapitel 4 lasst sich einfach mit zusétzlichen
Axiomen und Regeln fiir diese Operatoren erweitern und so ist dann die Axiomatisierung
des Zukunftfragments Teil einer Axiomatisierung fiir Zukunft und Vergangenheit. Dies gilt
jedoch nur fiir die gleitende Version. Eine solche Erweiterung kénnte die verankerte Version
mit Vergangenheit nicht axiomatisieren! Das ist nicht befriedigend und wir geben daher
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im Folgenden ein Beweissystem fiir die verankerte Version an, das sich fiir Vergangenheit
erweitern lésst. Es ist das Beweissystem, das in [?] verwendet wird und der Vergleich mit
dem Beweissystem aus Kapitel 4 wird einige Aufschliisse geben. Zuerst definieren wir aber
weitere abkiirzende syntaktische Zeichen, um das Beweissystem lesbarer zu gestalten:

Notation 5.4
a=f:=0(a—pf)

as f:=0(a« f)

Axiome:

A0’ O« falls o Tautologie

Al Oas -«

A2 Ola = B) = (Oa — OB)
A3 Dfa — ) = (D —05)
ALY (o= Qa)— (o= 0a)
A aUB < BV (anNOlaUUp))
A6 aldp =<0

A7 Do — «

AR Oa—-0Qa«a

Regeln:
MP aus a und a — (3 schliesse (3

Am Meisten féllt auf, dass die beiden Generalisierungsregeln fiir O und () fehlen. Die
Aufgabe eines Beweissystems ist, ausschliesslich giiltige Formeln zu produzieren. In der
verankerten Version bedeutet <giiltigs> jeweils zum Zeitpunkt 0 giiltig zu sein, daher darf
man nicht so ohne weiteres generalisieren! Das Beispiel von vorher, [J1, ist giiltig und
koénnte ein zusétzliches Axiom fiir die Vergangenheit sein. O[] 1 hingegen ist keine giiltige
Formel, ebensowenig wie () [J L. Dies sind Beispiele die zeigen, dass es keine Generalisie-
rungsregel geben darf, weder fiir O noch fiir ).

Bei den Axiomen fallt weiter auf, dass sie den Axiomen aus Kapitel 4 sehr dhnlich

sind. Oft steht ein = an Stelle von —, aber sie haben jeweils die gleiche Struktur. Es sind
jedoch zwei Axiome mehr (A7’ und A8’), die uns aber auch irgendwie bekannt vorkommen.
Schauen wir die Axiome mal im Detail an:
A0’ bis A6’ entsprechen den Axiomen A0 bis A6 aus Kapitel 4, sie sind einfach generalisiert.
Das heisst A0’ = OA0, A1’ = OA1 usw. Eine Ausnahme bildet das Induktions-Axiom (A4),
A4’ entspricht nicht exakt der generalisierten Form von A4, allerdings lasst sich A4’ aus
OA4 herleiten. Da die Umkehrung nicht zutrifft ist A4’ etwas schwécher als OA4. Im
Wesentlichen bilden aber diese ersten sieben Axiome genau die sieben Axiome aus Kapitel
4 in generalisierter Form.

34



A7 und A8’ haben wir als Theoreme kennen gelernt (vgl. Bemerkung 4.1 und T7). Aus
Bemerkung 4.1 wissen wir, dass A7” die Reduktion von A5 auf O-Formeln ist. Reduziert
man aber A5’ so liasst sich lediglich die Formel Oa = « herleiten, was der generalisierten
Form von AT’ entspricht, aber nicht A7 selber. Wir haben bis jetzt nur Formeln in gene-
ralisierter Form gesehen, aber wir kénnen O nicht abschneiden. Genau deshalb braucht es
A7 um O abschneiden zu kénnen, um nicht nur generalisierte Formeln zu erhalten. Wenn
man das Fixpunkt-Axiom A5’ reduziert, bediirfe es eben genau A7’ selbst um A7’ herleiten
zu konnen, daher muss es (oder etwas Aquivalentes) als Axiom eingefiihrt werden! Jetzt
braucht es auch keine Generalisierungsregel mehr, da

Oo = OO0«

ein Theorem ist (analog T6). Die Formeln werden durch die Axiome in generalisierter Form
in eine Herleitung gebracht und generalisierte Formeln kénnen mit diesem Theorem und
mit Modus Ponens beliebig weiter generalisiert werden. mit A7 und Modus Ponens kann
man O abschneiden, mit A8 (und A7’) kann Gen®© abgeleitet werden.

35



6 Kanonisches Modell

Der Vollstandigkeitsbeweis aus Kapitel 4 hat die schéne Eigenschaft, dass er konstruktiv
ist. Das heisst, das Beweisverfahren fiir eine gegebene giiltige Formel liefert tatséchlich eine
Herleitung und kann daher zum automatischen Herleiten genutzt werden.

Héufig jedoch benutzt man ein anderes Verfahren um Vollsténdigkeit zu beweisen, in-
dem man fiir eine nicht-herleitbare Formel ein Gegenmodell konstruiert - das kanonische
Modell. Bewiesen wird also

7o = e

6.1 Maximal konsistente Mengen

Das kanonisches Modell verwendet maximal konsistente Mengen, &hnlich den Atomen in
der Tableau-Konstruktion.

Definition 6.1 Fine Formelmenge ¥ ist eine maximal konsistente Menge, falls
o Y I/ L (Konsistenz) und
e Va «a€X oder ~a € X (Mazimalitit)

MC'S bezeichne die Menge aller mazximal konsistenten Mengen.

Korollar 6.2 Maximal konsistente Mengen sind deduktiv abgeschlossen und besitzen die
Disjunktionseigenschaft. Das heisst fiir beliebige o, B und > € MC'S gilt:

e Ylha <<= aecX

e aVpeY <= acXoderpen

Bewelis

Sta =L adY = aeX

Die Gegenrichtung ist trivial.

Seia€X oder ey = XYhFaVf = aVpex
SeiagdXund 3¢ — -aeXund-FedX = XkF-aA-f
— —aA-feX = -(-aA-B) ¢y Z avgegx

Lemma 6.3 Ist eine Formel o nicht herleitbar, so gibt es eine maximal konsistente Menge
Y., die o nicht enthdlt, d.h.

e = 3IX e MCS, sodass ¢ ¢ &
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Bewelis

Der Beweis ist als Lindenbaum!-Konstruktion bekannt und niitzt die Figenschaft,

dass die Menge der Formeln aufzdhlbar ist. Sei also ag, aq, ... eine Aufzihlung aller
Formeln: Wir konstruieren ¥ wie folgt:
2o = {-p}
5 . Yo U{an}, falls £, U{an} 1/ L
nhom { Y, U{—ay,}, sonst
€N

Durch die Art der Konstruktion ist klar, dass X konsistent und maximal ist.

Bemerkung 6.4 Mit derselben Konstruktionsweise lisst sich beweisen, dass jede konsi-
stente Formelmenge I" in einer maximal konsistenten Menge ¥ € MC'S enthalten ist. Dazu
setzt man einfach g =T

6.2 Konstruktion des kanonischen Modells

Wir definieren nun zwei zweistellige Relationen in M C'S:

Definition 6.5
32, eRy <= {a; DaeX}cCT

E,T)eRy = {a; QaeXx}Cl
Korollar 6.6 Rg und R besitzen folgende Eigenschaften:
e (U INeRy = (X,I)eRg
o Ry ist reflexiv und transitiv
o Ro ist funktional ((X,T) € Ro und (X,I") e Ry = TI'=1")
o Ro ist seriell (VE AL, (X,T) € Rpy)
Beweis

Die Behauptungen folgen unmittelbar aus der deduktiven Abgeschlossenheit maximal
konsistenter Mengen und der Tatsache, dass folgende Formeln Theoreme sind:

(1) F Da — Qa  (mit T7, Bem. 4.1 und KS)
(2) - Oa—a (Bem. 4.1)

L Adolf Lindenbaum (1904-1941), polnischer Mathematiker und Logiker
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(3) F Oa — OO0« (T6)
(4) FOmao~0Oa (A1)

z.2. Ro € Ro: Sei (8,T) € Rp
Daey £ Qaeyxy "ZLE°
also gilt (X,T) € R

z.z. Ro ist reflexiv: Sei ¥ € MCS beliebig:

Oaey =2 aeyx

also gilt (,%) € Ro

z.z. Ro ist transitiv: Sei (X,1') € Ro und (I', A) € Rpo:

ODaeYy £ ooaey ™5 oaer 25 seA

also gilt (X,A) € Ro

z.z. Roy ist funktional: Sei (X,T) € Rpy und (3,17) € Ry:

ael "9 agT "E° Onagy £ -Qag¢gy
" ey B qer

analog lisst sich zeigen: a €IV =— «a €Tl

also gilt T =T", d.h. Ry ist funktional

z.z. Ry ist seriell: Sei ¥ € MCS beliebig:

Wir zeigen, dassT := {3 ; (OB € X} eine max. konsistente Menge ist. Fiir beliebige

Formeln a gilt Qa € ¥ oder ~Qa € X SN Qa € ¥ oder O~a e X

PZE° 4w eT oder—a €T
Bleibt noch die Konsistenz von I' zu zeigen:
Gegenannahme: Es gelte I' - L
=  o,...,m €L, sodass =y A... ANy — L Desr
= F V...V,

ael

= F O_"YO V...V O_"Yn mit RO, T1
= '__'O’YO\/'--\/_‘O’WL mit A1
= X+ L (Widerspruch) O €8

also ist I' € MCS, ausserdem gilt (3,1') € Ry und daher ist Ry seriell.

Korollar 6.7 Fiir beliebige 3 € MC'S' gilt:
VI, (8, I')eRa = a«a€l) = OaeX

Bewelis

Sei Oa € X. Definiere G := {f ; 0O € ¥} U {—a}. Wir zeigen zuerst, dass G
konsistent ist:
Nehmen wir an, G sei nicht konsistent:
GrL1 2L oy, € G, sodass = Y Ao AV Ao — L
= F-pV..VypyVa = FyA...Aym—a

RO,T4,KS Oy; €% Kor 6.2

=" FOywA..ANOy, -0 =" YF0Oa =" OaelX
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Dies widerspricht der Voraussetzung und daher ist G konsistent. Wegen Bem. 6.4
gibt es ein ' € MCS, sodass G C T gilt. Es gilt « ¢ T und (X,T) € Rg.

Fiir eine gegebene nicht herleitbare Formel ¢ sei S, C MCS eine Menge, die folgende
Eigenschaft erfiillt:

Se=1{I'; (%0,I') € Ro} fiir ein festes Xy, sodass ¢ € %

S, ist die von ¥y und Rp generierte Teilmenge von MCS. Folgendes Lemma hilt die
wichtigen Eigenschaften von S, fest:

Lemma 6.8 S, ist abgeschlossen unter Ry und Ro verhdlt sich linear beziiglich S,. Das
heisst im Einzelnen:

evl'esS,, (INA)eRo = AEeS,
e VILA e S,, (I'A)e&e Rg oder (A,T') € Ro

Beweis

Der erste Punkt folgt unmittelbar aus Kor. 6.6 Punkt 1 und 2. Die Linearitit von
(SpsRn) folgt aus der Tatsache, dass folgende Formel fiir beliebige o und (3 ein
Theorem ist:

T8 +0(0a — B)vO(0Of — a)

Die Herleitung dieses Theorems ist im Anhang detailliert aufgeschrieben.

Seien also I') A € S, und die Formel (3 beliebig, sodass (I, A) € Ro und OF € A.
Wir beweisen 8 € I', daraus folgt dann (A,T') € Rp.

(T,A) € Ro und OB € A

TR0 gy, sodass Do € I und o ¢ A = 0 —adA

AT OOf - a) g8 Y O(0a— B) e Tp TS

Oa €T, K62

= " pel

Oa—pgel

6.3 Nicht-Kompaktheit und Filtration

(Sy, Ra, Ro) ist kein PLTL-Frame?, denn dazu miisste R& = Ro gelten, wobei mit Rf
der reflexiv-transitive Abschluss von R gemeint ist. Dies ist aber nicht der Fall, wegen
der Nicht-Kompaktheit von PLTL. Eine Logik A heisst kompakt, falls sie fiir beliebige
A-Formelmengen A folgende Aquivalenz erfiillt:

2Ein Frame bezeichnet die Struktur eines Modells (also ohne Interpretation )

39



A hat ein Modell <= jede endliche Teilmenge von A hat ein Modell.

PLTL besitzt diese Eigenschaft nicht. Als Gegenbeispiele dienen Formelmengen der Art

{O=a,a, Oa, O O, OO Oa,...}

Hier besitzt jede endliche Teilmenge ein Modell, aber kein Modell erfiillt gleichzeitig alle
diese Formeln. Andererseits ist keines der folgenden Formeln ein PLTL-Theorem:

VneN HO—-p—O"p

Eine unmittelbare Konsequenz aus dem Fixpunkt-Axiom (vgl. Bem. 4.1 und Bem. 4.2).
Daher sind solche Mengen konsistent und nach Bemerkung 6.4 in gewissen maximal kon-
sistenten Mengen > enthalten. Nun ist Oa ¢ ¥ und daher gibt es mit Korollar 6.7 ein T,
sodass (3,I') € Rp und a ¢ I gilt. Dann gibt es aber kein Rn-Pfad von ¥ nach I'. Es
gibt also ein I, sodass (X,I') € Ro und (X,T) € R gilt.

Die Vorgehensweise um dieses Problem zu 16sen heisst Filtration und funktioniert fiir
viele nicht-kompakte (Modal-)Logiken. Dazu definieren wir die Filtermenge F,, wie folgt:

Definition 6.9 F, sei die kleinste Menge, die folgende Bedingungen erfiillt:
e pE I,
e acF, = subla)CF,
e DacF, = Qbaclk,
e alfBfeF, = QOlaUp),0-pB¢ckF,

Es ist leicht zu sehen, dass F, endlich ist. Nun bilden wir mit Hilfe von F, eine Aquiva-

lenzrelation auf S:
X~ = YnNF,=I'NF,

Reflexivitét, Transitivitdt und Symmetrie von ~ folgen unmittelbar aus den entsprechen-
den Eigenschaften von = und so ist ~ also tatséchlich eine Aquivalenzrelation. Mit X
bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von ¥ und Sg, sei die Menge aller Aquivalenzklassen:

Y:={l; S~T} Sk, == Sy/ ~

Aus der Endlichkeit von F, folgt, dass auch Sp, endlich ist. Nun bend&tigen wir noch
Relationen R’O und Rf auf der Menge Sf,. Diese miissen folgende Bedingungen erfiillen:

Fl: (3,T)eRoy = (5,T)eRy
F2: (8,T)eRy = {a; QaeXnF,}cT
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Sind diese beiden Bedingungen erfiillt, sagen wir R’O ist eine Fj,-Filtration von R . Eine
F,-Filtration von Rg wird analog definiert.

Wir definieren nun folgende Relation auf Sr, und zeigen anschliessend, dass es sich um
eine F,-Filtration von R handelt:

(BT eRy = 3I¥ e, I €T, sodass (X,I") € R
Korollar 6.10 7‘30 ist eine F,-Filtration von Ro

Bewelis

F1 ist trivialerweise erfillt, bleibt noch F2 zu zeigen:

Sei dazu (£,T) € Ry
= ¥ e, 3V €T, sodass (¥',1I) € Ry per. R
= {a; Qae¥}cCr’ Def. Ry
= {a; QaeX¥NF}CI'NF,
- {Oé; QaeEﬂFw}gFmﬂ,gF S ~%, T ~T

Als néchstes wollen wir zeigen, dass der reflexiv-transitive Abschluss 7@6 von 7_20 eine
F,-Filtration von Rp ist. Dazu bendtigen wir aber zuerst das folgende Lemma:

Lemma 6.11 Fiir jedes X C Sp, gibt es eine Formel dx, sodass fiir beliebige 3 € S, gilt:
Iy €Y +— YeX

Bewelis

Sei X = {%1,...,%,} und sei weiter Fg = F,U{~a; a € F,} der Abschluss
unter einfacher Negation von F,.
Definiere
ox = \ENES)v...v \(Ea N FY)
Wir zeigen, dass dx die gewiinschte Figenschaft besitzt:
Sx ey L’ /\(ZiﬁFg)GEfu'remi, 1<i<n
= Yi~Y = YeX

Lemma 6.12 B
R*O ist eine F,-Filtration von Rg
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Bewelis

Fi: 22 (8,T)€Ra = (5,T) €Ry:

Sei also (X,T") € Ro und sei weiter A € S, mit (I', A) € Ry (ein solches A existiert,
da Ry seriell ist).

Wir definieren die Menge Xy, := {I'; (%,T) € 7@*0}, die von ¥ und 73*0 generierte
Teilmenge von Sk, . Jetzt gibt es nach Lemma 6.11 eine Formel x,, mit der entspre-
chenden FEigenschaft.

Zuerst wollen wir zeigen, dass entweder —dx,, € I' oder Odx, € I':

Nehmen wir also an, =dxy, € I’
F1 fir Ro

P bx, el = (S0 eRy =7 (8,0 eRy
Ll sy e A TEES Oy, el
Also gilt ~6x,, € I" oder OQdxy, €T
- 5X2 — 05X2 el Kor. 6.2
- D((SX2 — O(SXE) ex Kor. 6.7
- 5XE — D6X2 eX Kor. 6.2, A}
— D5X2 =D Kor. 6.2, 5x,, €T
— 5X2 el (=,T) € Ra
— TIe€ X5 L. 6.11
= (i, 1:‘) S 7_36 Def. Xx;

F2: 22 (B, T)eRy = {a; OaeXNF,}CT
Wir zeigen zuerst:

(0 eRy = {Oa; DaeINF,}CTNE, (¥

mit Induktion nach n:
n=0:Y=I = Y~ = XnNF,=I'NF,
= {Oa; DaeXNF,}CI'NF,
n—>n+1:(E,F)ER6+1

— dJAeS,, sodass (E,A)eﬁg und (A,T) € Ry

— {Da; DaeXnNF,} CANEF, v
— {ODa 7 OaeXn F<P} CAN Fcp Bem. 4.1, Def. Fy
= {0a; Oac EﬂF¢} CI'nrky, Def. Ry

Sei nun also (X,T) € 7@6
= dn €N, sodass (X,I') € R,
= {Oa; DaeXnNF,} CI'nE, )
= {a; DaeXnNF,}CI'NF,CT Bem. 4.1

6.4 Cluster

Durch Filtration kénnen wir also unser Ziel erreichen und haben mit R und 7_36 zwel
Relationen zu () bzw. O, sodass die Eine tatséchlich der reflexiv-transitive Abschluss der
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Anderen ist. Ungliicklicherweise haben wir durch die Filtration auch etwas verloren: R
ist nicht mehr funktional und erzwingt nicht eindeutig eine Folge in Sg,. Genau das aber
brauchen wir um zu einem Modell fiir PLTL zu kommen. Wir sind also noch nicht am Ziel
und miissen diesen Mangel irgendwie beheben.

Lemma 6.13 Sei Qo € F, und ¥ € S, beliebig, dann sind folgende Punkte dquivalent:
e DaelXx
eVesS, EINeRy = a€l
e eSS, (E,INeRpundael

Bewelis

(1) = (2) wegen F2 fiir Ro

2) = (3): 18t serie or. 6.6), wegen F1 ist daher auch Rp seriell, also gilt
Ro (K F dah h Ro I, al l

die Folgerung.

(3) = (1): Sei also I' gegeben, sodass (E,I)e Ry und a € TN F,

(BT eRy L5° I ex, I eT, sodass (T, I') € Ry

LI ey TP Qaesx

Das Lemma zeigt, auch wenn es keinen eindeutigen R-Nachfolger gibt, so gibt es min-
destens einen und falls es mehrere sind, so verhalten sie sich alle <verniinftigs>. Dies gibt
uns die Moglichkeit nach einem ﬁo—Pfad durch alle Elemente von Sy, zu suchen. Dazu
definieren wir so genannte Cluster in Sg,.

Definition 6.14 (Cluster) Fiir eine beliebige zweistellige transitive Relation R auf einer
Menge M definieren wir folgende Aquivalenzrelation:

Va,be M a~b <= a=0boder((a,b) € R und (b,a) € R)

Die Cluster bezeichnen die Aquivalenzklassen. Ein Cluster zu einem Element a € M be-
zeichnen wir mit C,,

Coi={beM; a~b}

(M, R) besteht dann aus einer Menge von Clustern, die sich folgendermassen ordnen ldsst:

Ca < Cb < (CL, b)
Oa<Cb < Cang undC %Cb
= (a,b) € R und (b,a) € R
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Die Definition von ~ sorgt direkt fiir Reflexivitéit und Symmetrie; Transitivitét folgt schlies-
slich aus der Transitivitdt von R. Ist die Menge M endlich, so gibt es selbstversténdlich
auch nur endlich viele Cluster und somit einen ersten und einen letzten Cluster.

Nun wenden wir all dies auf (Sg,, RO) an und kénnen folglich Sg,, als geordnete Menge
von R* -Clustern auffassen, mit einem ausgezeichneten letzten Cluster - Bin Cluster
C zelchnet sich dadurch aus, dass je zwei verschiedene Elemente 3, I" € C durch endlich
viele R-Schritte verbunden sind. Wir miissen also nur die Cluster der Reihe nach in
geeigneter Form abwickeln, um eine eindeutige Folge in Sx, zu definieren. Dabei miissen
wir im Auge behalten, dass wir diese Folge als Gegenmodell fiir ¢ brauchen und man sollte
daher vorsichtig zu Werke gehen. Aus diesem Grund fithren wir eine weitere Relation ein:

(5, 1) eRy <= VX' eX Il eT, sodass (¥,I") € Ry
Diese Relation ist in allen F-Filtrationen von Ry enthalten:

Korollar 6.15 Sei R eine beliebige F,-Filtration von Rg, dann gilt

v, res, (EhHerRy = (57I)eRs
Beweis

(if‘)eﬁ% 2L vy e £ A e, sodass (X

"TV) e
=%.,T=

L VY eSarerl, sodass (X,I) € Ro =~ == (2 ) € Ro

=3

Da R* ebenfalls eine Fi-Filtration von Rp ist, gilt also RE C R* Bilden wir R¢-
Cluster in Sk, in derselben Art wie fiir R* . so ist der R&-Cluster emes Elementes im
RO Cluster desselben Elementes enthalten. ElIl R’C‘) Cluster enthélt also (eventuell meh-
rere) RE—Ch@ter. Im Folgenden schreiben wir C* fiir R¢y- Cluster, wéihrend mit einem
normalen C' R&-Cluster gemeint sind. Das folgende Lemma ist der Grund, warum wir auf
RE, zuriickgreifen miissen.

Lemma 6.16 Seien X € S, und die Formel « beliebig, sodass CS, # Cj;, Da € F, und
Oa € X gilt, dann ist entweder o € ¥ oder es gibt ein I € S, sodass o ¢ I' und Cs, < Cp
qgilt.

Beweis

Fiir diesen Beweis brauchen wir folgendes PLTL-Theorem, dessen Herleitung im An-
hang nachzusehen ist.

79 + O0(0(a — Oa) — a) — CO0a — Do
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Sei Do € F,, Da € ¥ und o € X, dann unterscheiden wir zwei Flle:
1. Fall: O0a € X

= D(D(a - DO‘) - a) DY Kor. 6.2, T9, Oa & %
— dl'eS,, sodass (X,I') € Ro und O(a — Do) — a €T Kor. 6.7
= dl'esS,, sodass (£,T') € Ro, O(a —» Do) €T und ae ¢ T Def. MCS, Kor. 6.2

Bleibt zu zeigen, dass Cs, < Cp: B
Aus der Voraussetzung folgt: VX' € ¥ (Da &Y und a € ')

— VY eX a—0Oa gy Kor. 6.2
= YYeX (I,Y) € Ro Def. Ry, O(a — Oa) € T
= VeX (¥,I)eRn L 68
= (5,1) e RG und (T,%) € RY Def. RS
- Cg < Cf Def. <

2. Fall: ©0a ¢ ¥
Da Cg < Cf, gilt, gibt es ein A € Sy, sodass CS, < C}

a

— (A, 2) Q ﬁ*o Def. <
- (A, E) ¢ Rao F1 fiir RE
— (2, A) € Rno L. 6.8
= —OacA Def. R, O-Oa € £
= Oa¢A Def. MCS
= dI' €S, sodass (A,T') € Rg und a ¢ T Kor. 6.7
= (A, f) S 7?,6 F1
— C§<C*A§Cliunda¢1“ Def. <
= (s <Cpunda gl RE CRY

6.5 Konstruktion einer Folge

S F, lasst sich also in eine Anzahl 7_€*O-C1uster aufteilen und ordnen, welche ihrerseits in
eine Anzahl von RE-Clustern aufgeteilt und geordnet werden kénnen. Also kénnen wir Sg,
folgendermassen beschreiben:

Sy =C1U...UCp, UCy U U Cypy U .U C U U C,
cr s Ci=Ci,.0
=CnU...UC, U...UC, 11U UG, 1m, U Chy,

Dabei nehmen wir zur Vereinfachung an, dass Cluster die links stehen kleiner sind, als
Cluster die weiter rechts stehen, damit wir am Index gleich die Ordnung ablesen kénnen (die
erste Stelle fiir 7?6—, die zweite fiir Rg-Cluster). Die zweite Zeile beschreibt das Auflisten
aller Rg-Cluster, bis auf jene die zu Cj,,, gehtren. In diesem letzten Cluster interessieren
uns die einzelnen R¢-Cluster nicht mehr, wie wir gleich sehen werden.

45



Wir bestimmeg jetzt ganz willkiirlich fiir alle ﬁ%—Clustfar Ci1y. .., Cp1m,_, je ein be-
liebiges Element A;; € Cj;, sowie ein beliebiges Element A} € Cf ., und halten folgende
Tatsachen fest:

e Es gibt einen ﬁo—Pfad beginnend bei A;j, der jedes Element aus Cj; mindestens
einmal trifft und wieder bei A;; endet. Es spielt dabei keine Rolle, wenn der Pfad
zwischendurch Cj; verldsst, er bleibt aber stets in C}

e Von A gibt es einen Ro-Pfad zu A, 44, falls j < m;. Es gibt also eine Verbindung
von einem RE-Cluster zum Nichsten innerhalb eines R-Clusters Cf

e Von Aimi gibtﬁes einen 7_€O—Pfad zu Aiﬂ 1, f@lls 1 < n—1. Es gibt also eine Verbindung
vom letzten R-Cluster in Cf zum ersten RE-Cluster in Cf

e Von Anjlmnfl gibt es einen Ro-Pfad zu AZ. Es gibt also eine Verbindung vom
letzten RE-Cluster in C);_; zu Cf

ast

e In C;, gibt es einen Ry-Pfad, der bei A% sowohl beginnt als auch endet und dazwi-
schen alle anderen Elemente von Cf,, trifft

Die ersten beiden und der letzte Punkt folgen aus der Tatsache, dass innerhalb eines 726—
Clusters C; fiir beliebige Elemente 3, T" (X,T1) € R& gilt. Die tibrigen beiden Punkte
folgen aus der Linearitit von (Sr,, R{), welche seinerseits wegen F1 eine Konsequenz aus
der Linearitét von (S,, Ra) ist.

Nun konstruieren wir eine Folge o := 0, 01, ... wie folgt:

Ay =o00,...,00 =01 (k>0)
gemiss dem ersten Punkt, dann fithrt mit Punkt zwei ein Pfad weiter zu Ajs,.
A =op,...,00=01 (I>k)

Auf diese Weise wickeln wir alle R¢-Cluster innerhalb CF ab, bis der Pfad schliesslich bei
A1, ankommt. B B
A =0p,...,0p =Ny, (p>1)

Gemaiss Punkt drei, gibt es nun einen Pfad zu Ay im niichsten ﬁa—Cluster.
Almlzap,...,aq:Am (qZp)

Auf diese Weise wickeln wir alle Rg-Cluster in allen Q*O—Clustern mit Ausnahme von Cf,
ab und befinden uns dann bei A, _1,,,_,.

Apy=04....00 =81, , (r>q)
Gemiss dem vierten Punkt fithrt ein Pfad weiter zu A,

A A *
ANy imy, y =0p .., 05 =A (s>7)
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Jetzt wird C},,, abgewickelt geméss Punkt fiinf.

A * A *
A =05 ...,00 =A

n

(t>s)
Dieser letzte Schritt wird dann einfach endlos wiederholt.

n

A;’; =0ty---,02—5 = A*w"aO_St—Zs = A;a"'7"'7g(i+l)t7is = A;kw (Z € N)
Die auf diese Weise konstruierte Folge o bildet jetzt zusammen mit der natiirlichen Inter-
pretation 7, : ® — p(SF,)
m.(p) ={S; peXNE,}

ein Gegenmodell fiir p, was Konsequenz aus dem néchsten Theorem sein wird. Halten wir
aber zuerst einmal fest, was o fiir Eigenschaften hat:

Bemerkung 6.17 Sei 0 = 0g, 01, ... die eben beschriebene Folge, dann gilt:
i: Vie N (04,0i41) € Ro
i: Vi,keN k>i = (0;,00) € RE
wi: Cp, < Cp = Jk > 1, sodass o, = r

w: Cy = CL=Cj, — Jdk >4, sodass o, =T’

last

6.6 Vollstindigkeit

Um die Sache etwas iibersichtlich zu gestalten, nehmen wir eine beliebige Folge o, 3y, . . .
als Représentanten der Aquivalenzklassen og, o1, ... Mit anderen Worten, folgende Bedin-

gung sei erfiillt: )
VZ S N Zz = 0;

Ausserdem schreiben wir 0; = a, anstatt (o, 7,),i = a.
Theorem 6.18 Fir beliebige o € F, gilt:
oEa <= a€el;

Bewelis

Wir beweisen dieses Theorem induktiv gemdss der Definition von Formeln:

a=pe d:
Def = Def 7y
giEDP = o0;€my(p) peY;
a= -0
o8 L5 s <L peywn "EES pey
a=p0Vry:

o =BV “E oi = [ oder o; = v L& BeX; odervy ey
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a=0p: '
08 L ks LS peming Y Ofeyw

<=>:Sei OB ¢ %;
1. Fall: o0; ¢ CT,,,

Og ¢ %; = (B¢ oder AU € Sy, sodass Cs,, < Cp und B¢ T L. 6.16
= dk>1i, sodass ' = o und B & T Bem. 6.17 iii
= Jk >, sodass o [~ 3 v
= o; £ 0p Def. =
2. Fall: 0; € C},
0B € %; = dI'eS,, sodass (£;,T') € Ro und f ¢T Kor. 6.7
— (Ei,F) S R*O uzld B&T F1 fir R
= dk>1i, sodass' = o und B & 7T Bem. 6.17 iv
= 3k >i. sodass o £ 3 v
= o; = 0p Def. =
ag e X; = Vk>1i BE€XL Bem 6174, F2fir RY
= Vk>i orEp v
= o; F=0p Def. =
a=0Un:
o | U~ piy Jk > i, sodass o |= v und Vj, i <j <k, oj=f

1V,

= Jk >4, sodass v € X und Vj, i < j <k, B €
Sei k' das kleinste solche k, dann gilt Vj, i < j <K', oj [ 7.
Wir beweisen mit Induktion nach j:¥j i<j<k' = pUyeX;

j=k:veEXy == BUYEZE
jJ—j—1linach IV gilt: i< j <k = pUyeEX;
Aus der Definition von F, wissen wir: Q(BU ) € F,

BET;_1, A5

= OBUy) ex T T U e

Also gilt insbesondere SU v € ¥;

BUveER, = Oyel;
2L 3k >4, sodass of, =

Sei k' das kleinste solche k, dann beweisen wir mit Induktion nach j:

Vi i<j<k = pBUyeX;

Def MCS

D—Vy Q Zz % o; Iyé D—Vy

J =1: nach Voraussetzung
jJ—j+1linach IVgilt: i<j<k'—1 = pU~vEL;
So wie k' gewdihlt ist, gilt ausserdem: oj = v

MY g und BUN €R; 2 OBUY) eY; Y Buye
i1
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Somit erhalten wir:Vj (1 <j<k = pUyeX;undy ¢X;)

mit A5 Def =

=LV i<j<k, BeYN; = Vi i<j<k, o Ep oi = BU~

Nun haben wir unser Gegenmodell fiir unsere nicht-herleitbare Formel ¢ und folgendes
Theorem lésst sich formulieren:

Theorem 6.19
7o = o

Beweis

Da ¢ nicht herleitbar ist, gibt es nach L. 6.3 ein ¥ € MCS, sodass ¢ ¢ ¥ ist. Mit
so einem X erzeugen wir S, € MCS als die kleinste Menge, die ¥ enthdlt und unter
Ra abgeschlossen ist. Durch Filtration mit F, erhalten wir Sk, (mit Y als Element)
und wir haben zwei Relationen R und Ra als Filtrationen von Ry bzw. Ro. Es
gibt eine Ry-Folge o = 09,01, ... durch Sg,, die jedes Element (auch X3) mindestens
einmal trifft, so gilt also ¥ = o, = X fiir ein geeignetes k € N. Da sich nun aber X

und Xy, beziiglich den Formeln aus der Filtermenge F, nicht unterscheiden (3 ~ 3y,),
folgt o & X, und mit Th. 6.18 oy = ¢ und daher auch W .

Dies ist also ein weiterer Beweis fiir die Vollstédndigkeit des Beweissystems aus Kapitel 4,
alternativ zu jenem der im selben Kapitel gefithrt wurde. Jener Beweis bestand daraus,
aus dem Ablauf des Algorithmus, der mit Hilfe des Tableaus Giiltigkeit fiir ¢ testen kann,
eine Herleitung fiir ¢ zu konstruieren und ist insbesondere konstruktiv.

Die jetzige Version hingegen konstruiert ein Gegenmodell fiir eine nicht herleitbare
Formel, beweist damit die Kontraposition und ist nicht konstruktiv. Die Konstruktion
des Gegenmodells erinnert eher an die Tableau-Konstruktion, welche ein Modell fiir eine
erfiillbare Formel ¢ konstruiert, welches aber natiirlich gleichzeitig ein Gegenmodell fiir die
nicht-giiltige Formel —p ist.

6.7 Kanonisches Modell und Tableau

Vergleichen wir mal die beiden Modell-Konstruktionen, so fallen einige Gemeinsamkei-
ten auf. Bei beiden Konstruktionen spielen maximal konsistente Mengen eine Rolle. Man
verwendet je eine unter Subformeln abgeschlossene Formelmenge und bildet damit eine
endliche Basismenge. Folgende Tabelle listet die einander entsprechenden Bestandteile der
Modell-Konstruktionen auf:
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Kanonisches Modell | Tableau

Filtermenge F,, | cl(yp) Abschluss von ¢
Sk, | A,
3, T | A, B Atome
Ro | R,
o | o4, erfiillender Pfad

Unterschiede gibt es natiirlich auch: cl(y) ist unter Negation abgeschlossen, F,, hingegen
nicht; A, besteht aus Atomen, welche endliche Formelmengen sind, wahrend die Elemente
von S, Aquivalenzklassen von unendlichen Formelmengen sind. Das sind allerdings nur
vermeintliche Unterschiede, die sich relativ leicht erklédren lassen.

Im Beweis von Lemma 6.11 machten wir von folgender Menge Gebrauch:

F=F,U{~a; acF,}

Wie bei cl(yp) konnen wir vereinbaren, dass F, g keine doppelt negierten Formeln enthalten
soll. Eigentlich ist es diese Menge, die in der Gegeniiberstellung zu cl(y) passt und nicht
unbedingt F,, und es gilt cl(yp) C Fg .

Nun kénnen wir jede Aquivalenzklasse & € S F, mit einer (maximal konsistenten) Teil-
menge VoniFg identifizieren, namlich mit ¥ N Fg . Man kann dabei einen beliebigen Ver-
treter aus X wahlen, denn der Durchschnitt mit Fg ergibt ja fiir alle dieselbe Menge. Diese
Mengen spielen im kanonischen Modell die Rolle der Atome im Tableau, dabei besteht
folgender Zusammenhang;:

Korollar 6.20 B
VX € Sp, XNcl(p) ist ein Atom

Bewelis

Sei ¥ € S, beliebig. Wir zeigen, dass ¥ N cl(p) die sechs Bedingungen fiir Atome
erfillt:
SeMCS 2 snde)l L = L gvnd(e)
Fiir beliebige o € cl(p): a € SNel(p) “LE —agXnd(p)
Fiir beliebige aV 3 € cl(p): aVB € BNcl(y) EL" o e Tnd(p) oder 8 € ZNel(p)
Fiir beliebige ald B € cl(p): aUB e Nc(p) = Trkavp
el avpgexs ™ CPAged hevn cl(p) oder p € L Ncl(p)
Fiir beliebige ald B € cl(p): fe L Ncl(e) => Lneclle)t aldf
L aUB e T Nd(p)
Also ist ¥ N cl(yp) ein Atom.

Die wesentlichen Unterschiede bestehen darin, dass cl(p) eine echte Teilmenge von Fg sein
kann. Im Gegensatz zu cl(y), das lediglich unter einfacher Negation und unter Subformeln

20



abgeschlossen ist, hat Fg noch weitere Abschlusseigenschaften (vgl. Def. 6.9). Das heisst
die Tableau-Konstruktion kommt mit weniger «Basismaterial> aus, als die Konstruktion
des kanonischen Modells.

Der andere wesentliche Unterschied betrifft den Umstand, dass die Konstruktion des
Tableaus vollstéindig auf der semantischen Seite geschieht. Man konstruiert ein Gegenmo-
dell fiir eine nicht-giiltige Formel, wiahrend das kanonische Modell ein Gegenmodell fiir
eine nicht-herleitbare Formel konstruiert und somit von einem Beweissystem ausgeht. Erst
mit einem Vollstindigkeitsbeweis wissen wir von der Aquivalenz des semantischen Begriffs
giiltig mit dem syntaktischen Begriff herleitbar.

Wir haben mit dem Korollar gesehen, dass wir jedem Element von Sg, ein Atom aus
A, zuordnen konnen, und zwar mit folgender Funktion f : Sp, — A,

F(8) = N elly)
Es ist offensichtlich, dass f eine surjektive Abbildung ist und das néchste Korollar zeigt,
dass f einen Homomorphismus von (Sg,, Ro) nach (A, R,) beschreibt.

Korollar 6.21

(ETD)eRo = (f(X),f(D)€R,
Beweis

Sei (f(2), f(T)) € Ry, dann gibt es vier Moglichkeiten:
1. Fall: 3Q a € cl(yp), sodass Qo € ¥ und o ¢ T’ Lol (£,I) ¢ Ro

2. Fall: 30 ac € cl(y), sodass Qa €Y und o e T =¥ (2T ¢ Ro

3. Fall: I(al B) € cl(p), sodass alU B,— € X und alU B ¢ T

28 S OWUp) L Oup) esnFS L (ST)¢Ro

4. Fall: 3(aU B) € cl(p), sodass aU B €T und a« € ¥ und ald f ¢ %
= Olaup ¢z =" (E)¢Ro

Nun kénnen wir natiirlich die Folge ¢ ins Tableau abbilden und erhalten einen erfiillenden
Pfad.

Korollar 6.22
f(o) := f(oo), f(o1),... ist ein erfillender Pfad in (A,, R,)
Beweis

Zz:YieN (aUPe flo;)) = 3Tk>i pe flog))
aUBe flo)) = aldfecy; =5° og=alp
HE Fk>ionkEp T pgewny "= gesindly) = flow)
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Das Tableau ist also ein homomorphes Bild des kanonischen Modells! Die beiden Kon-
struktionen haben denselben Aufbau, allein, das kanonische Modell ist (i.A.) grosser als
das Tableau. Weshalb dieser Unterschied in der Grésse? Gibt es ein kleineres kanonisches
Modell? Vielleicht liefert die Ergriindung dieser Fragen interessanten Stoff fiir weiterfiithren-
de Arbeiten.
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A Herleitungen
KS, KP und R1 bis R5 lassen sich mit Hilfe geeigneter Tautologien und MP ableiten:

KS mit(a—p)—(—7) —a—7y

KP mit (a0« — ) — - — -«

Rl mitfg—a—p

R2 mit(a—vy) = (-9 —aVi—-yVi
R3 mit (= pfV7y) = (a— ) sa—pf
R4 mit (¢ =)= (—7) —aVi—ry
RS mit (¢ = f)—=(a—7v)—a—[FAy

RO:Fa—p = FQa—0p

Beweis
1. a—p gegeben
2. Ola—p) GenO (1)
3. Ola—B) = Oa—Op A2
4. OOé — Oﬁ MP(3,2)

RO: analog wie RO mit Gen” und A3 anstatt Gen© und A2.
IND:Fa— Oa = Fa— O«

Beweis
1. o — Oa gegeben
2. O(a— Qa) GenP (1)
3. O(a— Qo) - a— Do A4
4. a— Oa MP(3,2)

Bem. 42:Vn €N FCa+—aVQaV...VvQraVv (O ioa
Beweis

Beweis durch Induktion nach n:
n = 0: entspricht Bem. 4.1
n—on+1:Seivy:=avVQaV...vQ «

1. CaeyvOrtica v
2. Sa+— aV (Ol Verankerung
3. O loa « O™ (a v O0a) RO(2) (n+1 mal)
4. O"av(O0a) « Q"av (Or20a mit T1
5. O"Mtloa « Otla v O 20a KS(3.4)
6. vVvQO"oa —yvOrtlav Ort2oa R2(y < ,5)
7. Sa—=yvOrtlav O ioa KS(1,6)
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R6:Fa—0O(8 — ) und - a — O(5 — §)
Beweis

— Fa—-0B-—=7A9)

1. a—0B—7) gegeben
2. a—0(8—9) gegeben
3. a—0(B—v)AD(B —6) R5(1,2)
4. a—=0O(B—=7) AN (B —9)) KS(3.74)
5 (ﬂ - '7) A (/6 - 5) - ﬂ — YA ) Tautologie
6. O((B—=7)NA(B—6))—=DB—=7A6)  ro
7. a—D0(B—vAN9) KS(4,6)

Ri:Fa—-0B—-y)udbFy—§ = Fa—00—90)

Beweis

a—0(B—7)

v—0

a—>D(fy—>5)

a— 0B — ) AO(y — 9)
a—0((B—=7)A(y—19))
B=)AN(y—0)—B—6

O((B =) A(y—0)) — OB —9)
a—>D(ﬁ—>5)

0 RS T Lo~

gegeben

gegeben

R1(Gen" (2))

R5(1,3)
KS(4,T4)
Tautologie
RO(6)

KS(5,7)

R&:Fa—pf—=d0dundrFa—vy—¢ = Fa—0FVy—90Ve

Beweis

1. a—>0—-96
2. a—vy—e€
3.

gegeben

gegeben

(a—=p—6)—(a—y—€e —a—FVy—0iVe Tautologie

4. a—=pBVy—0Ve

MP(MP(3,1),2)

RO:+Fa—-0l—vy)undk(—-y — Fa—0-0

Beweis
1. a—0B—"vy) gegeben
2. By gegeben
3. a—0(f— ) i(Gen™ (2)
4. a—0(B—y)ADB — ) R5(1,3)
5. a—=0(8—=v AN (B — ) KS(4,T4)
6. (ﬁ N ’}’) A (/8 — —.fy) N —\ﬂ Tautologie
7. 0((B—=NANB— ) >80 e
8. a—0O-8 KS(5,7)
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RI0:Fa—-0 -4 undFa—-00r—9¢) = Fa—-00BVy—))
Beweis

1. a— D(ﬁ - 6) gegeben
2. a—0O(y—9) gegeben
3. a— D(ﬁ — (5) A D(’y — 5) R5(1,2)
4. a—=0(B—=08)A(y—9)) KS(3,T4)
5 (B—=0O)N(y—=9d) —=0Vy—94 Tautologic
6. D((B—=8NA(y—10)—=DBVYy—68  re
7 a— D(ﬂ V Yy — 5) KS(4,6)

Rll:Fa—-0B—-0F) = Fa—0p—006)

Beweis
1. a—008—0Op) gegeben
2. D(ﬂ — Oﬁ) — DD(ﬂ — Oﬂ) T6
5. DO(B—OB) —DB—08)  mm
4. a—0O(F—00) KS(KS(1,2),3)

Ri2z2Fa—-0r—=0)undkFpf—-y = Fa—008—)9)

Beweis
1. a— I:I('y — 5) gegeben
2. B—n gegeben
3. a—0(B—7) R1(Gen® (2))
4. a—=0kr—=46A00B—7) R5(1,3)
5. a—=0(y =38 AB—) KS(4,T4)
6. W—=H)ANPB—-v)—0—0 Tautologie
7. 0((y =) AB—) OB —6) RO(6)
8. a—0O(F—9) KS(5,7)

T8 + O(0a — 3)vO(O8 — «)=0PVOQ
\T—/ T
Beweis

Die Herleitung ist etwas komplex und wir leiten erst mal ein paar Zwischenergebnisse
her:

RISFa—-~vyund-pB—96 = FaAf—o7vA6

Folgt aus der Tautologie (« —v) — (6 —3d) > aANB—=vAO

W1 FDOPVPVOQV-QV(ODQ
W2 - D0QVQVOPvV-PvQUOP
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W3 FOPVPVOQVQ

Wi:
1. (ODa—a)—0a—00—a Tautologie
2. Doa— 00— « MP(1, Bem. 4.1)
3. DOa — 0O(08 — «a) RO(2)
4. Da— OO0(08 — «) KS(KS(T6,3), Bem. 4.1)
5. OaA-p— 000 — «a) KS(Oa A -3 — Da, 4)
6. Pv(OOQ Def. P,Q
7. OPVPVOQRV-QVOOQ  mit MP und Teut. a — a v 8
W2 analog W1
Ws:
1. Da—00—a«a vgl. 2. Zeile bei W1
2. OaAN-F8—08—« KS(Oa A -8 — Da, 1)
3. PvQ Def. P,Q
4. OPvPVOQVAQ mit MP und Taut. o — a V 3

Wi .=0Pv-PVv(OUOPVIOQV-QVOOQ
Wir beweisen: F WIAW2AW3AW4 — T8 wund brauchen dazu folgende Tautologie:

AT1 (o = BV yVIVe) ma— (BA)V(yAa)V(6ANa)V (eNa)

1. =P — =PV (OO-P Bem. 4.1
2. =PV(OO-P — PV (OOC-PAP) Tautologie
3. O=-P — PV (OQﬂP A P)
4. O=Q — =QV (OO-Q A Q) analog 1-8
5 O-PAO-Q — (nPV(QCO-PAP)A(QV(OO-QAQ)) R13(3.4)
6. O-PAO=Q — (mPA-Q)V (mPANOC-Q ANQ)
V(OC=PAPA-Q)V(OO-PANOC-QANQ) mit KS und de Morgan (Taut.)
7. T8 — -W3V-W1v-W2v-W4 MP(AT1,6)
8 WIANW2AW3IAW4 — TR mit KP(7)

Wir beweisen: = OT8 — W4
1. -QOPA-QOQ)VOPV-PVQOOPVOQV-QVQOOQ Tautolgie

w4

2. (OO=PANOO=Q) VvV IV4 mit Al

3. O(C=PAO=Q) VvV IVA4 mit T2

4. O(@PvOQ)— W4 mit A1
Wir beweisen: = OW4

7. OO-P — O=P Bem. 4.1
2. oOPVO-P Def. —
3. COPVO-PVOOOPVROOQVO-QVO(OOQ  mit MP und Taut. (a — a v 8)
4. <O(@PV-PVvQOOPVORV-QVOUOQ) mit T4
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Nun zur eigentlichen Herleitung von TS:

10.
11.
12.
13.

© % RS oo~

WIANW2AWIAW4L - TS
WIAW2AW3
OT8 — W4

OW4

W4 — T8

O-T8 — O—-W4
- QT8 — (O~W4
-W4—--0T8
-W4 — O-W4
W4 — O0-W4
OW4 — W4

w4

T8

von 1 und 2
RO(KP(5))
KS(A1,6)
KP(3)
KS(8,7)
IND(9)
KP(10)
MP(11,4)

MP(5,12)

T9: F O(O(a — Oa) — a) — C0a — Do

Bewelis

Wir verwenden folgende Tautologien:

AT2 (@ =B =)= (y—8) = a—B—0
ATS (a0 — B) = (=8 — )

Und folgende Schlussregeln:

Ry FO(a—p0)—wa—~vyundt-d— Fundky—e¢ — FO@—0)—a—c¢

R G oo~

Tautologie

00 — ) = 0(a—9d) — O(a— f) RO, K9, KS

Gen" (gegeben)
MP(2,3)
gegeben
KS(4,5)
gegeben

MP(MP(AT2,6),7)

RIS FDODao—-fund-y—aund-F—-0 = FOy—9

e e =

D"y — Qo RO (gegeben)
Da — /B gegeben
ﬁ — (5 gegeben

Oy — 1) KS(KS(1,2),3)

Ri6Fa—-f—-yund+-d—-0 — a—§—7y

Folgt aus der Tautologie (« —  — ) — (0 — ) — a — § — v mit MP.

o7



Nun zur eigentlichen Herleitung von T9:

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23,

2.

~
S RSO oo~

OBa — Oa A Oba)
C)é/\ODaHODa
aNQbOa — OlaN O0a)
aAQUa — O(aA Ola)
O(a A QOa) — OaAOQ Da
aNOQUa — O«

ObOa — a— aN OO«
Oba — a — O«

00 Do — O(a — Da)
Oa — OO«
OBa = OO Oa

ObOa — 00 Oa

ODa—> D(a—> Da)

O(e — Oa) — O00(a — Oa)
OO« — 00(a — Oa)

O0(0(a — Oa) — ) — 00(a — Oa) — Oa

O0(0(a — Oa) — a) — OUa — Da

D(—\Da — OﬁDO&) — _||:|Oé — |:|_|DOé

O-0a — =<0

D(—dja — - Q I:]a) — 0o — -0

D(ODQ — Da) — Cla — Do

DD(D(a — Da) — a) — I:I(Olja — I:Ia)
0(0(a — Oa) — a) — 00(0(a — Oa) — «)

0(0(a — Oa) — a) — ¢0a — Oa

o8

RO (Bem. 4.1)
Tautologie
KS(2,1)

IND(3)

T4

KS(4,5)
Tautologie
MP(MP(AT2,7),6)
RO(8)

Bem. 4.1
RO(10)
IND(11)
KS(12,9)

T6

KS(13,14)

A3

R16(16,15)

A4

folgt aus Def. O
R1/4(18,A1,19)
R15(20,ATS8,AT3)
RO(17)

T6

KS(KS(23,22),21)



