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Zusammenfassung

In dieser Arbeit beschiftige ich mich mit Funktionen, welche in zwei bestimmten Modifikationen
der bekannten applikativen Theorie BON beweisbar total sind. Die Modifikationen von BON
erhilt man jeweils durch das Weglassen der Rekursoraxiome und die Hinzunahme von Indukti-
onsschemas. Das erste dieser Schemas ist die N-freie Induktion, das zweite ist die positive N-freie
Induktion. Ich beweise, dass in den beiden Modifikationen die Totalitét von viel weniger Funktionen
bewiesen werden kann als in BON selbst. Somit beweise ich, dass die Rekursoraxiome wesentlich

zur Beweis-Stiarke von BON beitragen.

Fiir die beiden Modifikationen verwende ich zwei verschiedene Techniken um zu beweisen, dass nur
ein kleiner Teil der primitiv rekursiven Funktionen beweisbar total sind. Fiir die Modifikation mit
N-freier Induktion verwende ich die Technik der asymmetrischen Interpretation. Ich erhalte die

folgende Abschéitzung der Werte einer beweisbar totalen Funktion f:
f(no,- -+ ,nm—1) <max(n; | i <m)+cy

wobei ¢y eine von f abhéngige Konstante ist.

Fiir die Modifikation mit positiver N-freier Induktion verwende ich die Technik der Realisierung.
Ich erhalte das Resultat, dass alle beweisbar totalen Funktionen der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse
2 angehéren.

Insbesondere gelten fiir Systeme, welche man aus BON durch das Weglassen der Rekursoraxiome
und die Hinzunahme von Set-Induction oder Semi-Set-Induction erhilt, beide oben genannten

Beschrankungen fiir die Menge der beweisbar totalen Funktionen.



Kapitel 1

Einfiihrung

Dieses Kapitel enthélt zum einen grundlegende Definitionen und Notationskonventionen. Zum an-

deren werden Sétze bewiesen, welche sowohl fiir die asymmetrische Interpretation in Kapitel zwei

als auch fiir die Realisierung in Kapitel drei verwendet werden.

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1.1.1. [Sprache L]

Alle in dieser Arbeit vorkommenden Kalkiile werden in der Sprache L oder der Erweiterung von

L um die logischen Symbole A und V formuliert. Die Sprache L umfasst folgende Grundzeichen:

1.

2.

3.

4.

5.

6.

Abzshlbar unendlich viele Variablen xg, 1, - ,;, - (i € N).
Die logischen Symbole — (nicht), V (oder), 3 (es gibt).

Das 1-stellige Relationssymbol | fiir Definiertheit und das 2-stellige Relationssymbol = fiir
Gleichheit.

Das 1-stellige Relationssymbol N fiir die natiirlichen Zahlen.
Die 0-stelligen Funktionssymbole k, s, p, po, 1,0, SN, PN, d, TN

Das 2-stellige Funktionssymbol App fiir die Anwendung.

Im Folgenden bezeichne = stets syntaktische Gleichheit.

Definition 1.1.2. [Term)]

Terme werden induktiv {iber die Anzahl der in ihnen vorkommenden App-Symbole definiert. ¢ sei

genau dann ein Term, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(1) t = x, wobei z eine Variable von L ist.

(2) t = ¢, wobei ¢ ein 0-stelliges Funktionssymbol von L ist.

(3) t = App(t,ts), wobei t; und ty Terme sind.

Durch die Streichung von (1) in der oben stehenden Definition erhélt man die Definition von

geschlossenen Termen.



1.2 Notationskonventionen und Meta-Ausdriicke

Alle hier angegebenen Abkiirzungen kiirzen Ausdriicke der Sprache L ab. Alle hier angegebenen

Meta-Ausdriicke referieren auf Ausdriicke der Sprache L.

1.2.1 Abkiirzungen

Die logischen Zeichen A und V sind in der iiblichen Weise als Abkiirzungen definiert ausser in
Kalkiilen, deren Sprache die Erweiterung von L um diese Zeichen ist. Ausdriicke der Form Ay A
-+NA, — ByV---V B, kiirzen die Formel -4y V ---V -4,V ByV---V B, ab.

Es seien t und ¢; Terme. In der Tabelle unten kiirzt der Ausdruck links von := jeweils den Aus-
druck rechts von := ab:

to =~ 11 =tol Vil =t =1

te N = N(t)

t¢ N =N (t)

tot1 - tn1ly i= App(App(- - - App(App(to, t1),t2) -+ ), tn—1), tn)

<to,t1> = App(App(p, to), 1)

(t : N—N) :=Vz (x € N — App(t,x) € N)

(t : NtV = N) :=Vz (zx€ N — (App(t,x) : N* — N))

m = sn(sn(---(sn0)---)), wobei links sy m-Mal vorkommt.

1.2.2 Meta-Ausdriicke
In der gesamten Arbeit werden die folgenden Konventionen verwendet:
e z,y und z bezeichnen Variablen.

e ¥ bezeichne eine endliche Folge von Variablen. Die i-te Komponente dieser Folge wird als x;

bezeichnet.
e a,b,c, f,g,s und t bezeichnen Terme.

e { bezeichne eine endliche Folge von Termen. Die i-te Komponente dieser Folge wird als t;

bezeichnet.
e A und B bezeichnen Formeln.

e A(x/t) bezeichne die Formel, welche aus A durch die Ersetzung der Variablen x durch den
Term ¢ entsteht, falls  durch ¢ substituierbar ist. (Es gelten die normalen Substituierbarkeits-
regeln.) Falls klar oder irrelevant ist, welche Variable = ersetzt werden soll, so wird A(x/t)
durch A(t) abgekiirzt.

e ' und A bezeichnen Formelmengen.

o T'[Z] bezeichne eine Formelmenge, deren freie Variablen alle genau einmal als Komponente in

Z vorkommen.



e I'[#/t] bezeichne die Formelmenge, welche aus der Formelmenge I'[#] durch die Ersetzung
jeder Variablen z; durch den Term ¢; entsteht, falls x; durch ¢; substituierbar ist. Falls klar
oder irrelevant ist, welche Folge von Variablen Z ersetzt werden soll, so wird T'[Z/f] durch
T[t] abgekiirzt. Fiir einen Term s sei s[f] in analoger Weise definiert. Es wird stets davon
ausgegangen, dass in Ausdriicken der Form T'[Z/t] oder s[Z/t] der Vektor # mindestens so

lang ist wie der Vektor Z.

Alle hier erwdahnten Zeichen werden bei Bedarf mit Indizes versehen.

1.3 Primitiv rekursive Funktionen

Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen (abgekiirzt: PR) ist eine Funktionen-Algebra von
Funktionen von N* nach N. Es seien k und p natiirliche Zahlen grosser als 0. Es seien m, n; und

n beliebige natiirliche Zahlen. Die Funktionen-Algebra besitzt die folgenden Basis-Funktionen:

S N—-NePR, wobeiS(n)=n+1. (Nachfolgerfunktion)
ck . NF - NePR, wobeiCF(ng, - ,nr_1)=m. (Konstante Funktion)
7F: NF - NePR, wobeii<kundn¥(ng, - ,nx_1)=n;. (Projektionsfunktion)

PR sei unter den folgenden Operationen abgeschlossen:

e Komposition:

— Es gelte g : NP — N € PR.
— Es gelte f; : N¥ — N € PR fiir alle i < p.

Dann gllt h: Nk —Ne PR? wobei h(TL(), e 7n’k—1) = g(fO(nOa e ank’—l)7 e af[)—l(n(h e ank'—l))-
o Rekursion:

— Es gelte g : N*+3 — N € PR.
— Es gelte f: NF+1 N € PR.
Dann gilt h : N¥+2 — N € PR, wobei h durch die folgende Rekursionsbedingung gegeben

ist:

- h(n()v"' ankao):f(n()a"' ,’I’Lk)

- h(n()a"' ankan+1) :g(n07"' ankanah(n07"' ankan))

1.4 Die Grzegorczyk-Hierarchie

Die Grzegorczyk-Hierarchie ist eine Folge von Mengen primitiv rekursiver Funktionen. Jeder natiirlichen
Zahl i wird eine Menge E; zugeordnet. Es gelten die beiden folgenden wesentlichen Eigenschaften:
e Jede primitiv rekursive Funktion ist in | E; enthalten.
i€N

e Fiir jede natiirliche Zahl n gilt: E,, C E;41.



Um eine Familie von E; mit diesen Eigenschaften definieren zu konnen werden zwei Hilfsdefinitionen

benotigt:
Definition 1.4.1. [Die Funktion E;]

Es seien ¢ und n beliebige natiirliche Zahlen. Die Funktion E; ist durch die folgenden Bedingungen

festgelegt:
o Fo(x,y)=x+y
o By =124+2
* Eny2(0)=2
o Enpo(r+1)=FE,1(Enia(r))

Definition 1.4.2. [Beschriankter Rekursionsoperator]

Es seien die Funktionen f, g,j und h mit den folgenden Eigenschaften gegeben:
o f:NF1 LN
o g:NFB LN
o j:NFH2 LN
o h:NFF2 4N
o h(ng, -+ ,np,0) = f(no,- ,np)
e h(ng, -+ ,ng,n~+1)=g(ng, - ,ng,n,h(ng,- - ,ng,n))
e h(i1) < j(7) fiir alle 7 € NF+2
Dann und nur dann, ergibt sich h durch die Anwendung des beschréinkten Rekursionsoperators auf

das Tripel (f,g,7)-

Definition 1.4.3. [Die Funktionen-Algebra E;]

e [ bezeichne die Funktionen-Algebra, deren Basisfunktionen die Basisfunktionen der primitiv
rekursiven Funktionen sind. Ej sei unter Komposition und dem beschrankten Rekursionsope-

rator abgeschlossen.

e [, .1 bezeichne die Funktionen-Algebra, welche neben den Basisfunktionen von Eq auch
die Funktion F,, als Basisfunktion enthélt. E, 1 sei unter Komposition und beschréinkter

Rekursion abgeschlossen.

1.5 Das System BON

BON ist ein bekanntes applikatives System. Es ist in der Sprache L formuliert und hat die
Schlussregeln der Logik der partiellen Terme. Die Abkiirzung BON steht fiir ,Basic Theory of
Operations and Numbers“. In dieser Arbeit sollen die in zwei Modifikationen von BON beweisbar
totalen Funktionen eingeschrinkt werden. In diesem Abschnitt werden die Axiome und Regeln der
Ausgangstheorie BON angegeben damit im nédchsten Abschnitt die beiden Modifikationen definiert

werden konnen.



1.5.1 Terme, Formeln und Bezeichnungen in BON

Die Terme des Kalkiils BON sind durch die Definition 1.1.2 gegeben. Die Formeln dieses Kalkiils

sind partielle-Terme-Formeln und durch die folgende Definition gegeben:

Definition 1.5.1. [Partielle-Terme-Formel]
Partielle-Terme-Formeln (p.T. Formeln) sind Formeln der Sprache L. Sie sind induktiv iiber den
Formelaufbau definiert unter Voraussetzung der Definition von Term. A ist genau dann eine p.T.

Formel, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) A=ty =ty, wobei t; und ty Terme sind.

(2) A= N(t), wobei t ein Term ist.

(3) A=t], wobei t ein Term ist.

(4) A= -B, wobei B eine p.T. Formel ist.

(5) A= Ay V Ay, wobei Ag und A; p.T. Formeln sind.

(6) A =3z B, wobei B eine p.T. Formel und z eine Variable der Sprache L ist.

Im gesamten Kapitel eins wird mit dem Begriff ,, Formel“ eine p.T. Formel bezeichnet.

Definition 1.5.2. [ty # ¢ als Abkiirzung einer p.T. Formel]
Fiir zwei beliebige Terme ¢y und t; kiirze der Ausdruck ty # t; die p.T. Formel o] At1] A -ty =1
ab.

1.5.2 Logische Axiome und Schlussregeln von BON

Das Kalkiil BON beinhaltet unter anderem die Axiome und Schlussregeln der partiellen Logik.
Diese findet man fiir allgemeine applikative Sprachen in [J#g96], S. 1 bis 8 formuliert. Fiir die spezi-
elle Sprache L, welche in dieser Arbeit verwendet wird, kann man diese Axiome und Schlussregeln

leicht vereinfachen.

(1) Die aussagenlogischen Axiome und Schlussregeln werden aus der klassischen Logik {ibernommen.

(2) Gegeben sind Quantorenaxiome und Quantorenregeln der folgenden Form:

A— B

A(Z‘/G) N al — drA und m

Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die Variable z in B nicht frei vorkommt.

(3) Es sind die folgenden Axiome fiir ,,|“ gegeben (Definiertheitsaxiome):

D1) z], falls z eine Variable oder ein O-stelliges Funktionssymbol ist.

(D1)
(D2) tita] — t1] Atal
(D3) t1 =ty = t1] ANtal
(D4) te N —¢]



(4) Es sind die folgenden Axiome fiir ,,=“ gegeben (Gleichheitsaxiome):

El

€r=2xX

E2) s=t—-t=s

E4) se NANs=t—-teN

E5

(E1)

(E2)

(E3) s=tAt=u—s=u

(E4)

(E5) so =t A sy =1t — so81 = toty

Die im Vergleich zu [J4g96] vereinfachten Axiomtypen sind D2, D4, E4 und E5. Axiome von
Systemen werden in dieser Arbeit immer so beschrieben, dass in runden Klammern der Typ der

Axiome steht z.B. (E2). Rechts davon ist die Form aller Axiome dieses Typs gegeben.

1.5.3 Nicht-logische Axiome von BON

Die nicht-logischen Axiome lassen sich in fiinf Typen einteilen:
(I) Partielle kombinatorische Algebra
(1) kzxy ==
(2) swyl A szyz ~ (z2)(yz)
(IT) Paaren und Projizieren

(3) pox| Aprz]
(4) po<z,y> =z Ap1<z,y> =1y
(ITT) Natiirliche Zahlen
(5) 0e NAVz (xt € N — syx € N)
(6) Vo (x € N — syx #0Apn(syx) = x)

() Ve (zre NNz #0— pyz € N Asy(pyz) =)
(IV) Numerische Fallanalyse

(8) ue NAveE NAu=v— deyuv = x

9) ue NAveNAu#v—doyuww =y
(V) Primitive Rekursion auf N

(10) (f : N—=N)A(g : N> N)— (ryfg : N> = N)
(11) (f : N> N)A(g : N> > N)Aze NAye NAh=rnfg—
hz0 = fx A hx(syy) = gry(hay)



1.6 Die Systeme BON + IND und BON~+ posIND

Definition 1.6.1. [BON~+ IND)]
Es sei A eine N-freie Formel und ¢ ein beliebiger Term. Das System BON ™+ IN D entsteht aus
BON durch das Weglassen der Rekursoraxiome (10) und (11) und das Hinzufiigen aller Formeln

der Form des Induktionsschemas als nicht-logische Axiome.
—A0)V3Ix (x € NAA(x) N—-A(syx)) Vi ¢ NV A(L) (Induktionsschema)

Definition 1.6.2. [Positive und negative p.T. Formeln]

Die Definitionen positiver und negativer p.T. Formeln werden induktiv nach dem Formelauf-
bau geliefert. Die Definition von positiven/negativen p.T. Formeln einer bestimmten Komple-
xitatsstufe setzt jeweils die Definition von positiven und negativen p.T. Formeln auf kleineren

Komplexitétsstufen voraus:
e Formeln, welche die Bedingung (1), (2) oder (3) der Definition 1.5.1 erfiillen, sind positiv.

e Die Formel —A ist negativ, falls A positiv ist.

Die Formel —A ist positiv, falls A negativ ist.

e Die Formel Ay V A; ist positiv/negativ, falls Ag und A; beide positiv/negativ sind.

Die Formel 3x A(x) ist positiv/negativ, falls A(z) positiv/negativ ist.

Definition 1.6.3. [BON ™+ posIN D]
Das System BON ™+ posI N D unterscheidet sich vom System BON ~+ I N D nur in einem einzigen
Punkt: Eine Formel wird nur dann als nicht-logisches Axiom hinzugefiigt, wenn sie die Form des

Induktionsschemas fiir ein positives, N-freies A hat.

1.7 Das Termmodell

Fiir die asymmetrische Interpretation des N-Prédikats und die Realisierung von positiven Sequen-
zen wird jeweils das Termmodell von BON verwendet. In diesem Abschnitt wird eine Definition
dieses Modells angegeben und bewiesen, dass es tatsédchlich ein Modell von BON ist.

Die Idee des Termmodells ist ein Universum aus Aquivalenzklassen geschlossener Terme zu bil-
den. Die Aquivalenzklassen werden durch den symmetrischen Abschluss einer Reduktionsrelation
gewonnen. Auf diese Weise wird gewihrleistet, dass alle Terme tg und ¢; mit BON F tg = t; vom

Termmodell unter jeder Interpretation der Variablen als gleich betrachtet werden.

Definition 1.7.1. [Relation —]
Die Relation — ist eine zweistellige Relation auf Termen. Es seien n und m zwei unterschiedliche
natiirliche Zahlen. Es seien a, b, c, s und ¢ Terme. Es gelte s — t genau dann, wenn eine der fol-

genden Bedingungen erfiillt ist:



s = kab und t=a
s = sabc und ¢ = (ac)(be)
s = po<a, b> und t=a

s =pi<a,b> und t=b

s =pn0 und t=0
s =pn(sya) und t=a
s = dabmm und t=a
s = dabmn und t=0
s = ryabc0 und ¢t =ac

s=ryaben+1 und t = ben(ryaben)

Unter Verwendung der Relation — kann man die Reduktionsrelation > definieren.

Definition 1.7.2. [Relation >]
Die Reduktionsrelation ©> ist ebenfalls eine zweistellige Relation auf Termen. Es seien a, b und ¢

beliebige Terme. > ist die kleinstmégliche Relation, welche die nachfolgenden Bedingungen erfiillt:
(1) aa

(2) a—b = arb

(3) axb = act>be

(4) ab = car>cb

(5) abund br>c = al>c

Definition 1.7.3. [Normalform]

Ein Term s ist genau dann in Normalform, wenn fiir alle Terme ¢ gilt:
s>t = s=t

Definition 1.7.4. [Relation ~]

Die Relation & sei der symmetrische Abschluss der Reduktionsrelation r>.
Lemma 1.7.5. [Wichtige Eigenschaften von =]

(1) ~ ist eine Aquivalenzrelation.

(2) Es seien a, b, s und t Terme mit a ~ b und s ~ t. Dann gilt as ~ bt.

Beweis. ~ ist eine Aquivalenzrelation, da sie der symmetrische Abschluss einer reflexiven und
transitiven Relation ist. (2) folgt direkt aus (3) und (4) in der Definition 1.7.2.
O

Satz 1.7.6. [Church-Rosser-Theorem]

Sind a, b und ¢ Terme mit a > b und a > ¢, so existiert ein Term t mit b>t und c > t.



Der komplizierte Beweis dieses Satzes wird weggelassen. Einen Beweis findet man in [Sel07], S.25
bis 35.

Das folgende Lemma beweist, dass die ~-Aquivalenzklassen nicht zu viele Terme enthalten.

Lemma 1.7.7. Fiir jeden Term t enthilt die Aquivalenzklasse [t]~ hochstens einen Term in Nor-

malform.

Beweis. Als erstes kann man beweisen, dass fiir einen beliebigen Term a und einen Term ¢, in

Normalform gilt:
a~t, = ab>t, (1)

Dies beweist man induktiv nach der Lénge k der >-Kette, welche a und ¢, verbindet. Der Fall
k = 0 ist trivial. Es gelte nun also (1) fiir alle k¥ < n + 1. a sei das n + 1-te Glied einer >-Kette

zwischen a und %,,, a sei das n-te. Man muss zwei Félle unterscheiden:
Fall 1 Es gilt a > a: Aus der Transitivitit von > und der Induktionsvoraussetzung folgt (1).

Fall 2 Es gilt a > a: Aus dem Church-Rosser-Theorem und der Induktionsvoraussetzung folgt die

Existenz eines Terms ¢t mit ¢,, > ¢ und a > t. Da t,, in Normalform ist, gilt ¢t = ¢,,.

Somit folgt (1). Mit Hilfe von (1) kann man den zu zeigenden Satz sofort beweisen: Es gebe also
zwei Terme ¢; und t2 in Normalform mit a ~ ¢; und a =~ t2. Es gilt wegen (1) a > ¢, und a > ts.
Aus dem Church-Rosser-Theorem folgt die Existenz eines Terms ¢ mit ¢; > ¢ und to > t. Weil ¢4
und t5 in Normalform sind, miissen sie somit gleich sein.

O

Definition 1.7.8. [Termmodell]
Das Termmodell (abgekiirzt: 7.M) ist eine partielle L-Struktur. (Definition von partiellen L-
Strukturen: [Jdg96], S. 8 bis 11.) 7M habe die folgenden Eigenschaften:

(1) Das Universum von 7 M besteht aus den ~-Aquivalenzklassen der geschlossenen Terme.

(2) Das Relationssymbol N wird in 7M durch die Menge der ~-Aquivalenzklassen der Numerale
interpretiert:
NTM .— {[A]~ : n € N}

(3) Alle O-stelligen Funktionssymbole von L werden in 7 M durch ihre ~-Aquivalenzklasse inter-

pretiert.

(4) Das 2-stellige Funktionssymbol App fiir die Anwendung wird in 7. M durch die Funktion App :
|7 M| x |T M| — |T M| interpretiert. Diese ist folgendermassen definiert:

App([a]x, [b]x) := [abl~

Die Wahrheit und Falschheit von Formeln in 7 M werden in der fiir partielle L-Strukturen gewéhnlichen

Weise festgelegt (siehe [Jag96], S.9 und 10). Dasselbe gilt fiir die Giiltigkeit (siehe [Jag96], S.11).
Es gilt also 7T M E A, wenn die Formel A in 7 M unter allen Belegungen der freien Variablen wahr

ist.



Satz 1.7.9. T M ist wohldefiniert und ist ein Modell von BON. Es erfiillt zudem alle Formeln

der Form t| und alle Formeln der Form des Induktionsschemas (siehe Seite 7).

Beweis. Die Wohldefiniertheit von 7 M folgt aus der Wohldefiniertheit der in (4) definierten Funk-
tion. Diese ist wegen Lemma 1.7.5 gegeben.

Weil T M als partielle L-Struktur definiert ist, erfiillt es die logischen Axiome von BON. Alle For-
meln der Form ¢] erfiillt 7M trivialerweise aufgrund seiner Konstruktion aus Aquivalenzklassen.
Weil genau die Aquivalenzklassen der Nachfolger von 0 in N7™ sind und auf diesen vollsténdige

Induktion méglich ist, erfiillt 7.M jede Formel der Form des Induktionsschemas.

T M erfiillt auch alle nicht-logischen Axiome von BON:

e In den Axiomen des Typs (1) bis (4) kann man alle Konjunkte der Form ¢| weglassen,
weil 7 M diese immer erfiillt. Die modifizierten Axiomtypen werden jeweils aufgrund der

Definition von = erfiillt.

e Die Axiome des Typs (5) bis (9) werden aufgrund der Definition von a und der Definition
von N7M erfiillt. Fiir die Axiome des Typs (6) und (8) muss man zudem verwenden, dass
verschiedene Numerale nicht in der gleichen Aquivalenzklasse sind. Dies folgt direkt aus dem
Lemma 1.7.7.

e Eine vollstindige Induktion auf den Elementen von NZM beweist, dass TM E ryfg :
N? — N gilt, falls f und g die im Antezedens von (10) geforderten Eigenschaften haben.
Als Induktionsverankerung dieser Induktion verwendet man fiir jedes Element [t]~ in N7M

[N fgt0]~ € NTM was aufgrund der Definition von ~ und der Annahme iiber t und f wahr

ist. Der Induktionsschritt funktioniert aufgrund der Vorraussetzung iiber g.

e Axiome des Typs (11) sind in 7 M ebenfalls erfiillt, denn aufgrund der Definition von & und

NTM erfiillt T M sogar die folgende stirkere Aussage:

yeE NANh=ryfg— ha0 = fz A hx(sny) = gzy(hzy)

O

Im Termmodell lasst sich auf natiirliche Weise eine Ordnungsrelation < definieren. Diese ist auf den
Nachfolgern von 0 eine Wohlordnung. Mit Hilfe dieser Relation wird das N-Prédikat im Abschnitt

2.5 asymmetrisch interpretiert.

Definition 1.7.10. [Die Relation < in 7 M|
Es seien [tg]~ und [t1]~ Elemente von 7M. Es gelte [to]~ < [t1]~ genau dann, wenn die folgenden

drei Eigenschaften gelten:

(1) Der Term sy(sn(sn(sn(---(sn(sn(sn(sn0))))...)))), in dem sy N-Mal vorkommt, ist in der

~-Aquivalenzklasse von t.

(2) Der Term sy (sn(sn(sn(...(sn(sn(sn(sn0))))...)))), in dem sy M-Mal vorkommt, ist in der

z-Aquivalenzklasse von ty.
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(3) N ist kleiner als M.

Es seien tg und ¢; Terme. Mit Hilfe der oben definierten Relation kann man definieren, wann die

Formel ¢y < ¢; im Termmodell giiltig ist:
Es gelte TM FE ty < t; genau dann, wenn fiir alle Vektoren @ aus geschlossenen Termen [tg[@]]~ <
[t1]d]]~ gilt. Fiir Formeln, welche eine Teilformel der Form ¢y < ¢; haben, sei deren Giiltigkeit in

T M in der naheliegenden Weise definiert.
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Kapitel 2

Asymmetrische Interpretation von
BON™+ IND

2.1 Ziel und Strategie

In diesem Kapitel wird bewiesen, dass in BON~+ IND beweisbar totale Funktionen ein sehr
schwaches Wachstum haben. Fiir eine in BON ~+ IND beweisbar totale Funktion f gilt:

f(no, -+ ,Nm—1) < max(n; | i <m)+cy

wobei ¢y eine von f abhingige Konstante ist. (Definition von beweisbarer Totalitét: siche 2.6.1.)
Die Strategie dies zu zeigen ist BON~+ IND in ein Tait-Style-Kalkiill BON* einzubetten. Das
System BON* habe die Eigenschaft, dass seine Theoreme im Termmodell giiltig sind und dass To-
talitat gilt. Der Vorteil der Verwendung eines totalen Systems BON* ist, dass man die Quantoren-
regeln der klassischen Logik hat. Das N-Priadikat von BON™ wird asymmetrisch interpretiert mit
Hilfe der in 1.7.10 definierten Relation <. Dies liefert eine Einschrankung der in BON™* beweisbar
totalen Funktionen, da die Totalitéit einer Funktion einer BON*-Formelmenge mit charakteristi-
schen negativen und positiven Vorkommnissen von N entspricht. Weil BON~+ IND in BON*
einbettbar ist, kann diese Einschréinkung auf BON~+ IND iibertragen werden.

Die asymmetrische Einbettung von BON* in 7 M setzt wie iiblich eine teilweise Elimination der

Schnitte voraus, welche in diesem Kapitel ebenfalls geliefert wird.

2.2 Das System BON*

2.2.1 Terme, Formeln und Bezeichnungen in BON*

BON¥ ist ein Tait-Style-Kalkiil. Die Sprache von BON* ist L erweitert um A und V. Die Terme
von BON™* sind in Definition 1.1.2 definiert. Die Formeln von BON* sind Tait-Kalkiil-Formeln
und sind durch die folgende Definition gegeben:

Definition 2.2.1. [Tait-Kalkiil-Formel]
Tait-Kalkiil-Formeln (T.K. Formeln) sind Formeln der Sprache L erweitert um A und V. Sie lassen
sich induktiv iiber den Formelaufbau definieren unter Voraussetzung der Definition von Term. A

sei eine T.K. Formel genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

12



(1) A=ty =ty, wobei t; und ty Terme sind.

(2) A= N(t), wobei t ein Term ist.

(3) A=t], wobei t ein Term ist.

(4) A =-B, wobei B die Bedingung (1), (2) oder (3) erfiillt.

(5) A= ApV Ay, wobei Ag und A; T.K. Formeln sind.

(6) A= Ag A Ay, wobei Ag und A; T.K. Formeln sind.

(7) A =3z B, wobei B eine T.K. Formel und z eine Variable der Sprache L ist.

(8) A =Vx B, wobei B eine T.K. Formel und z eine Variable der Sprache L ist.

Im ganzen Kapitel zwei wird mit dem Begriff ,, Formel“ stets eine T.K. Formel bezeichnet. Formeln,
welche (1), (2), (3) oder (4) erfiillen, werden als T.K. Atomformeln bezeichnet. Im ganzen Kapitel

zwei wird mit dem Begriff ,, Atomformel“ stets eine T.K. Atomformel bezeichnet.

Definition 2.2.2. [-A4]

Fiir alle Formeln A ist = A als Bezeichnung fiir die folgende Formel definiert:
e Falls A (1), (2) oder (3) der Definition 2.2.1 erfiillt, bezeichne —A sich selbst.

e Falls A =—-B und B (1), (2) oder (3) der Definition 2.2.1 erfiillt, bezeichne —A die Formel
B.

e Falls A = Ay V Ay, so bezeichne —A die Formel —Ag A —A;.

Falls A = Ay A Ay, so bezeichne = A die Formel —Aq V —A;.
e Falls A =3z B(x), so bezeichne —A die Formel Vo —~B(z).
e Falls A =Vz B(x), so bezeichne —A die Formel 3z —~B(z).

Definition 2.2.3. [ty # ¢ als Abkiirzung einer T.K. Formel]
Fiir zwei beliebige Terme to und ¢; kiirze der Ausdruck tg # t; die T.K. Formel -ty = t; ab.

Diese Abkiirzungskonvention weicht von der im ersten Kapitel gegebenen ab (siehe Definition

1.5.2). Dies erlaubt eine elegantere Beschreibung der Axiome von BON*.

2.2.2 Axiome von BON*

I' bezeichne in dieser Arbeit stets eine beliebige Formelmenge ausser wenn es anders bestimmt

wird.

13



Logische Axiome
(1) Fiir alle Atomformeln A sei I', A, - A ein Axiom von BON*.
(2) BON* enthilt die folgenden Gleichheitsaxiome:
ElT,t=t
E2 T,s=tt#s
E3 T,s#tt#u,s=u
E4 T,s¢ N,s#t,teN
E5 I',s1 # t1, 50 # ta, 5152 = tita
Nicht-logische Axiome

Im System BON* gelte Totalitéit. Deshalb seien Axiome der Form T', ¢] fiir jeden Term ¢ vorhanden.
Weil die Tait-Style Formulierungen der D-Axiome sofort aus der Totalitét folgen, sind sie nicht in
den logischen Axiomen von BON™* vorhanden.

Die restlichen nicht-logischen Axiome von BON* sind:
(1) T, ktoty = to
(2) T, stotrty = (tot2)(t1ts)

(da) T, po<to,t1> =to

(4b) T, p1<to,t1> =11

(5a) I';0 e N

(5b) I',t ¢ N,syt € N

(6a) I';t ¢ N,snt #0

(6b) T',t ¢ N,pn(snt) =t

(7a) Tt =0,t ¢ N,pyt € N

(7b) Tt =0,t ¢ N,sy(pnt) =1t
(8) T',ta & N,t3 ¢ N,to # ts,dtotitats = tg
(9) Tty ¢ N,t3 & N,to = t3,dtotitats = t1

Diese Axiome erhiilt man aus den nicht-logischen Axiomen von BON (siehe Seite 6) durch das
Weglassen von Teilformeln der Form t], das Weglassen von Quantoren und das Aufspalten von

Axiomen, welche Konjunktionen enthalten.

2.2.3 Schlussregeln von BON*

Oder-Einfiihrung rechts
A
I'AvB
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Oder-Einfiihrung links
B
I'AvB

Und-Einfiihrung
NAund I', B
I AANB

Man kann die Quantorenregeln der klassischen Logik verwenden, da Totalitéit gegeben ist:

Existenzquantor-Einfithrung

T, A(z/t)
I, 3z A(z)

Allquantor-Einfiihrung
T, A(z/u)
I,Vz A(z)

N-freie Induktion
[A0) und T,z ¢ N,—A(x), A(syx)
It ¢ N,A(t)

Schnitt
I'Aund I', A
r

Fiir die Allquantor-Einfithrung und die N-freie Induktion wird vorausgesetzt, dass die Variable x
nicht frei in I" vorkommt. Fiir die N-freie Induktion wird zudem vorausgesetzt, dass die Formel A
kein N enthélt.

2.3 Einbettung von BON 4+ IND in BON*

Lemma 2.3.1. [Aussagenlogische Vollstdndigkeit von BON*]

Fiir jede Formel A gilt:
BON*FT,A,-A

Beweis. Dies beweist man durch eine Induktion nach dem Formelaufbau:

e Verankerung

Es sei A eine Atomformel. Dann ist I'; A, - A als Axiom vorhanden.
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o Induktionsschritt
Fall 1 Es sei A = Ag A A;p: Folglich gilt:
—A=-4V -4
Die Induktionsvoraussetzung liefert fiir i < 2:
BON*FT,A;,—A;
Man hat somit fiir ¢ < 2 durch Weakening:
BON*FT,A;,-Ag, -4

Eine A-Einfiihrung iiber die A; gefolgt von einer V-Einfiihrung iiber - Ay und —A; liefert
das Gewlinschte. Analog geht es fiir den Fall, dass A = Ay V A; gilt.
Fall 2 Es sei A =Vz B:
Folglich gilt:
-A=dx B

Man hat durch die Induktionsvoraussetzung:
BON*+T,B,-B

Die Variable x trete nicht in I auf. (Falls in I' Formeln enthalten sind, welche ein freies
x enthalten, werden diese fiir die Allquantor-Einfiihrung weggelassen. Dies geht, weil
man die Induktionsvoraussetzung fiir beliebige I' anwenden kann. Danach werden die
weggelassenen Formeln durch Weakening wieder hinzugefiigt. )

Durch eine Existenzquantor-Einfiihrung gefolgt von einer Allquantor-Einfiihrung erhélt

man das Gewiinschte. Analog geht es fiir den Fall, dass A = dx A gilt.

Lemma 2.3.2. [Oder-Spaltung in BON*]|
Es seien A und B beliebige Formeln.

BON*+T,AVB = BON*FT,AB
Beweis. Es gilt wegen der aussagenlogischen Vollsténdigkeit:
BON*FT,A,-A
BON*+T,B,-B
Hieraus folgt durch Weakening und eine A-Einfiithrung:
BON*FT,A,B,~AN-B

Die Formel —A A =B entspricht per Definition der Formel —(A4 V B). Somit erhdlt man durch
einen Schnitt mit Hauptformel AV B das gewiinschte Resultat. (Die stérkere Aussage, dass bei der
Oder-Spaltung die Herleitungsldnge erhalten bleibt, kann man bei Umformulierung der N-freien

Induktion beweisen.)

O
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Satz 2.3.3. [Einbettung von BON~+ IND in BON*]

Es bezeichne A in der unten stehenden These einmal eine beliebige p.T. Formel und einmal eine

Abkiirzung fiir die entsprechende T.K. Formel. Es gilt:

BON ™+ INDFA = BON*FT,A

Beweis. Dies beweist man durch eine Induktion nach der Herleitungsldnge der Formel A in
BON~+ IND.

o Verankerung : Es sei A ein Axiom von BON~+ IND.

Fall 1

Fall 2

Fall 3

Fall 4

Fall 5

Aussagenlogische Axiome:

Hier verwendet man die aussagenlogische Vollstdndigkeit und Vv-Einfithrungen.
Definiertheitsaxiome:

Man verwendet die Totalitdt, Weakening und V-Einfithrungen.

Gleichheitsaxiome:

Die Tait-Style-Formulierungen aller Gleichheitsaxiome von BON ™+ IND sind in BON*
vorhanden. Durch V-Einfithrungen erhélt man die gewiinschten Formeln.
Quantorenaxiome:

Es bezeichne A wie schon in der These je nach Kontext eine p.T. - oder eine T.K. Formel.
Ein Quantorenaxiom hat in BON~+ IND die folgende Gestalt (ohne Abkiirzungen):

—A(z/a) V -al VIx A(z)
Es gilt wegen der aussagenlogischen Vollstandigkeit:
BON* +T,-A(z/a), A(z/a)
Man wendet auf A(z/a) eine Existenzquantor-Einfithrung an und erhiélt:
BON* +T,-A(z/a), 3z A(z)

Durch Weakening und V-Einfiihrungen erhilt man das gewiinschte Quantorenaxiom.

Nicht-logische Axiome ausser der N-freien Induktion:

Durch die Verwendung von Totalitdtsaxiomen und A-Einfiihrungen auf nicht-logische
Axiome von BON* kénnen die Entsprechungen der BON-Axiome der Typen (1) bis
(4) leicht hergeleitet werden. Die Entsprechung von Axiomen des Typs (5) kann man
durch eine V-, eine V- und eine A-Einfiihrung aus den entsprechenden nicht-logischen
Axiomen von BON* herleiten. Fiir den Typ (6) geht man &hnlich vor, verwendet aber
zusétzlich Totalitdtsaxiome um die Konjunkte syz] und 0| zu erhalten. Fiir die Typen
(7) und (9) geht man ebenfalls &hnlich vor wie fiir den Typ (5) und fiigt die unsinnigen
Disjunkte der Form —t| durch Weakening und V-Einfiihrungen hinzu. Die Axiome des

Typs (8) erhilt man durch V-Einfiihrungen.
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Fall 6 N-freie Induktion:

Es bezeichne A wieder je nach Kontext eine p.T. - oder eine T.K. Formel. Die N-freie
Induktion hat in BON~+ IND die folgende Gestalt:

—A0)V Iz (x € NANA(x) N—A(syx)) Vi ¢ NV A(L)
Wegen der aussagenlogischen Vollsténdigkeit und nach einigen A-Einfithrungen erhélt
man:
(1) BON* =T, A(0),-A(0)
(2) BON* T,z ¢ N,-A(z), A(syz),x € N N A(z) A —A(snz)
O.b.d.A. komme z in T nicht frei vor. Auf die Formel x € N A A(z) A —~A(syx) wende

man eine Existenzquantor-Einfithrung bzgl. der Variablen x an. Nach Anwendungen von
Weakening auf (1) und (2) liefert die Schlussregel N-freie Induktion gefolgt von einigen

V-Einfiihrungen das gewiinschte Resultat.

o Induktionsschritt

Man macht eine Fallunterscheidung nach der letzten verwendeten Schlussregel.

Fall 1 Existenzquantor-Regel:

Die verwendete Instanz sei:
A— B

dr A— B

Man hat mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung und des Lemmas 2.3.2:
BON*FT,-A,B

Hieraus folgt durch Allquantor- und eine V-Einfiihrung das gewiinschte Resultat.

Fall 2 V-Einfiihrung oder A-Einfiithrung:
Durch die V-Einfiihrung von BON~+ IND hergeleitete Formeln erhilt man durch

Weakening und eine V-Einfithrung. In BON* ist zudem eine der A-Einfithrung von
BON™+ IND entsprechende A-Einfithrung gegeben.

Fall 3 Modus Ponens:

Hier verwendet man Lemma 2.3.2 und einen Schnitt.

2.4 Teilweise Elimination der Schnitte in BON*

Definition 2.4.1. [Positive und negative Vorkommnisse von N]
Es sei A eine T.K. Formel.

e Ein N-Symbol kommt negativ in A vor, wenn es in einer Teilformel der Form -t € N von A

vorkommt.

e Alle N-Symbole in A, welche nicht negativ in A vorkommen, kommen positiv in A vor.
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Definition 2.4.2. [Rang]
Eine Formel A habe Rang 0, wenn A nicht gleichzeitig positive und negative Vorkommnisse von

N enthilt. Fiir alle anderen Formeln ist der Rang induktiv nach dem Formelaufbau definiert:

(1) Falls A eine Konjunktion oder Disjunktion aus Ag und A; ist, so gilt
rg(A) = maz(rg(Ao),rg(A1)) + 1.

(2) Falls A die Formel 3z B oder Vz B ist, so gilt rg(A) = rg(B) + 1.

Diese Rangdefinition erméglicht es im System BON ™+ IN D alle Schnitte ausser denen von Rang
0 zu eliminieren. Dies wére zwar auch moglich, wenn man nur den Rang der N-freien Formeln
und der Atomformeln als 0 bestimmen wiirde. Der Beweis der asymmetrischen Einbettung bzgl.
dieser grossziigigeren Rangdefinition erméglicht jedoch, das Einbettungsresultat spéter auf etwas

allgemeinere Theorien zu iibertragen.
Lemma 2.4.3. Fiir alle Formeln gilt: rg(A) =m < rg(—A)=m

Beweis. A und —A haben Junktoren und Quantoren jeweils an denselben Stellen. Fiir jede positi-
ve/negative Atomformel von A gibt es eine negative/positive Atomformel von —A und umgekehrt.
Somit ist klar, dass fiir jede Teilformel Ay von A mit rg(Ag) = 0 die Formel —Aq eine Teilformel
von = A mit rg(—Ap) = 0 ist und umgekehrt. Da A und —A aus ihren Teilformeln mit Rang 0 in

gleicher Weise zusammengesetzt sind, folgt die These. O

Definition 2.4.4. [F7]

F7 sei relativ zur in 2.4.2 gegebenen Rangdefinition auf die gewohnliche Art definiert.

Lemma 2.4.5. Es sei t ein beliebiger Term.

BON* +k

I',A(x) = BON*+k

m

T, A(t)

Beweis. Weil alle Axiome von BON* sowie die Konklusion der N-freien Induktion fiir Terme
formuliert wurden, ist dieses Lemma trivial.
O

Satz 2.4.6. [Partielle Schnittelimination]
ok

BON*FE T = BON*F2" T

ok

wobei 2 in 27 (m — 1)-Mal vorkommt.
Der zu beweisende Satz folgt direkt aus dem folgenden Hilfssatz:
Lemma 2.4.7. BON* £ T', A und BON* ., A, =A und rg(A) >0 = BON*FEFT A

Beweis. Man kann dies induktiv iiber die Summe der Beweisldngen k& und [ beweisen.
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Verankerung

Es sei k = 0 oder [ = 0. Es sei weiter gegeben:
BON* kT, A
BON*F. A -A

Das Antezedens des zu beweisenden Hilfssatzes liefert rg(A) > 0 und rg(—A) > 0. A und -4

konnen deshalb keine Hauptformeln eines Axioms sein. Es muss deshalb I" oder A ein Axiom sein.

Induktionsschritt

Die Aussage sei bewiesen fir alle &, [-Paare mit £+ < n. Falls A oder —A nicht im letzten Schritt
hergeleitet wurden, kann man die These folgendermassen beweisen: Es sei A nicht die Hauptfor-
mel des letzten Schritts in der Herleitung von I'y A. (Der andere Fall geht analog.) Man schneide
aus allen Pramissen I';, A dieses letzten Schritts A heraus unter Verwendung der Induktionsvoraus-
setzung. Auf die durch die Induktionsvoraussetzung garantierten Herleitungen von I';, A kann man
schliesslich die Schlussregel des letzten Schritts der Herleitung von I'; A anwenden. Dies liefert das

gewiinschte Resultat.

Es seien nun A und —A im letzten Schritt hergeleitet worden:

Fall 1 Die Schnittformel A von Rang m sei im letzten Schritt durch A-Einfithrung aus Ag und A;

hergestellt worden. Es gelten die folgenden Aussagen:

BON* FF T Ag A Ay (1)
BON*F. T,-4qVv -4, (2)
BON* FE=1 T Ag A Ay, Ay (3)
BON* FE=1T Ag A Ay, Ay (4)

Die V-Einfithrung ist die einzige Regel, welche eine Disjunktion von Rang grosser als 0
erzeugen kann. Man hat deshalb (5) oder (6).

BON* F=V A = Ag v —Ay, - A (5)

BON* F-b A = Ag vV —AL, - Ay (6)

Man habe (5). (Falls (6) gegeben ist, geht es analog.) Durch Anwendung der Induktions-

voraussetzung auf (1) und (5) erhélt man:
BON* FE+HI=D 1 A -4, (7)
Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf (2) und (3) erhélt man:

BON* Hk=D+U P A A, (8)

m
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Fall 2

2.5

Ein anschliessender Schnitt von (7) und (8) liefert das Resultat.

Analog geht es fiir ein A, das durch V-Einfithrung hergeleitet wurde. Dies, weil dann —A

garantiert durch eine A-Einfiihrung hergeleitet wurde.

Die Schnittformel A von Rang m sei im letzten Schritt durch eine Allquantor-Einfithrung
aus B(z) hergestellt worden. Die Formel = A wurde geméss Voraussetzung im letzten Schritt
eingefiihrt. Dies muss mittels einer Existenzquantor-Einfiihrung geschehen sein, da m grosser

als 0 ist. Es gelten die folgenden Aussagen:

BON* kT Yz B(z) (1)
BON*+ A 3z -B(x) (2)
BON* FE=1 T va B(x), B(u) (3)
BON* F-V A 3z —B(x), ~B(t) (4)

Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf (1) und (4) erhélt man:
BON* FHHU=D 1 A - B(t) (5)
Aus Lemma 2.4.5 und (3) folgt:
BON* FE=1 T va B(x), B(t) (6)
Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf (2) und (6) erhélt man:
BON* Fk=D+ P A B(t) (7)

Jetzt liefert ein Schnitt von (5) und (7) liefert das gewiinschte Resultat. Falls A durch eine
Existenzquantor-Einfiihrung hergeleitet wurde, kann man die These analog beweisen. Dies,

weil dann —A garantiert durch eine Allquantor-Einfithrung hergeleitet wurde.

Durch die N-freie Induktion hergeleitete Schnittformeln haben Rang 0. Sie miissen deshalb
nicht in einem zusétzlichen Fall beachtet werden und konnten in den vorherigen Fillen

immer ausgeschlossen werden.

O

Asymmetrische Einbettung von BON* ins Standardmo-
dell

Definition 2.5.1. [T]

Fiir eine endliche Formelmenge T sei T eine disjunktive Verbindung aller Formeln von T

Satz 2.5.2. [Einbettung von BON* in T M]

BON*FT = TMET
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Beweis. Fiir jedes Axiom I von BON* folgt T aus einem entsprechenden Axiom von BON~+ IND
und der Totalitdt in der Logik der partiellen Terme. Da 7 M ein Modell von BON ™+ IND ist
und die Totalitét erfiillt, erfiillt es somit alle Axiome von BON*. Die Schlussregeln von BON*
sind in der Logik der partiellen Terme giiltig (bei Interpretation der Kommas als V). Somit gilt
TM E T fiir jedes Theorem I' von BON*.

O

Definition 2.5.3. [A7]

Es seien m und n natiirliche Zahlen. Die Formel A7, erhélt man aus der Formel A, indem man
zuerst alle Teilformeln der Form ¢t ¢ N von A durch -t < 7T ersetzt und dann alle Teilformeln
der Form ¢t € N von A durch ¢t < 7 ersetzt. Es sei < hierbei die in 1.7.10 definierte Relation. (Die
genau gleiche Definition findet man schon in [Can95], S. 17 und 18.)

Es folgt direkt aus der Definition ein niitzliches Lemmas:

Lemma 2.5.4. Die asymmetrische Interpretation kommutiert mit Junktoren und Quantoren. D.h.
es gelten (1) bis (4):

(1) A%, A Bb = (A A B,
(2) Ak, v Bl =(A v B,
(3) Vo (A@)) = (va A(x))k,
(1) 32 (A@)) = (32 A(2))S,

Lemma 2.5.5. [Persistenz]

Es seien mgy, m1,ng und ny natiirliche Zahlen mit mg < mi und ng < ni. Dann gilt:

TMEA™ = TME A

mo

Beweis. Man kann die These durch eine Induktion iiber den Formelaufbau beweisen. Fiir Atom-
formeln ist die These offensichtlich wahr. Fiir kompliziertere Formeln erhélt man die These mit
Hilfe des Lemmas 2.5.4 und der Induktionsvoraussetzung.

O

Lemma 2.5.6. Es sei A eine Formel mit Rang 0 bzgl. der Definition 2.4.2. Es komme N in A

ausschliesslich positiv vor. Es seien ng, ni und ny natiirliche Zahlen. Dann gilt:
(~A)z = (A7)

Beweis. Diesen Satz kann man durch eine Induktion nach dem Aufbau von A beweisen. Man niitzt
wie im Beweis von Lemma 2.4.3 aus, dass A und —A dieselbe Struktur haben. Die These folgt dann
fiir nicht-Atomformeln aus der Induktionsvoraussetzung angewendet auf die sich entsprechenden
Teilformeln von A und = A und Lemma 2.5.4.

O
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Satz 2.5.7. [Asymmetrische Interpretation von BON*]
Es sei g(m, k) :== m + 2F. Fiir jede natiirliche Zahl m gilt:
BON*FET = TMETImH)
Beweis. Man kann die These durch eine Induktion nach der Beweistiefe k beweisen.
Verankerung
Man macht eine Fallunterscheidung nach dem Typ des Axioms I'.

Fall 1 Die Formelmenge I" sei ein aussagenlogisches Axiom. Es gilt also I' = A, A, — A, wobei

A eine Atomformel sein muss.

Fall 1.1 A enth&lt kein N:
Fiir diesen Fall folgt die These direkt aus Satz 2.5.2, da dann (—=A)", = —(A%).

Fall 1.2 A enthélt ein V:
Es gilt also A=t € N oder A=t ¢ N. Fiir jede natiirliche Zahl m gilt:

TMEt<mV-t<m
Durch eine Abschwichung der giiltigen Formel erhalt man:
TMEt<g(m,0)V-t<m
Fall 2 Die Formelmenge I' ist ein Totalitdtsaxiom:
Aus t|]" =t| und Satz 2.5.2 folgt die These.

Fall 3 Die Formelmenge I ist ein Gleichheitsaxiom:

Siehe Fall 2.

Fall 4 Die Formelmenge ist ein nicht-logisches Axiom:

Heikel sind nur die N-enthaltenden Axiome der Typen (5a) bis (9), fiir die anderen beweist
man die These wie in Fall 2. Zuerst werden die Axiome behandelt, welche den BON-Axiomen

fiir die natiirlichen Zahlen entsprechen:

5a
5b Ft¢NsNteN

r t¢NpN(SNt> =t

(5a)
(5b)
(6a) T,t & N,—syt =0
(6b)
(7Ta) Tt =0,t ¢ N,pyt € N
(7b)

b F t=20 t%NSN(pNt)—t
Die These stimmt fiir Axiome des Typs ...

(5a), weil TM E 0 < m fiir alle m.
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5b), weil t =~ m fiir alle Terme t und alle m impliziert, dass syt =~ m + 1.
6a), weil msyt = 0 fiir alle Terme ¢ gilt.
7a), weil TMEt<m = TMEpyt <mm fir alle Terme t und alle m gilt.

(5b)
(6a)
(6b), weil py(snt) =t fiir alle Terme ¢ gilt.
(7a)
(7b)

, weil sy (pyt) &t fiir alle Terme in N ausser denen in [0]~ gilt.

Dass die oben beschriebenen ~-Relationen in (5b) und (7b) bestehen, beweist man durch Re-
duzierung von ¢ auf einen Term der Form 7 und die anschliessende Anwendung der Definition

von =. Fiir (7a) geht man analog vor.

Jetzt die Axiome, welche den BON-Axiomen fiir die numerische Fallanalyse entsprechen:

(8) T,u¢ N,w¢ N,v # w,deyvw = x
(9) Tyo ¢ Nyw ¢ N,v =w,dxyvw =y

Fiir jede natiirliche Zahl m ist die Formel
w<mV-u<mVv#uVdryuw =z
eine Abschwéchung der in 7 M giiltigen Formel
vE€NVug NVo#uVdryuww =z
Somit stimmt die These fiir Axiome des Typs (8). Analog geht es fiir den Typ (9).

Induktionsschritt
Man bringt g(m,k) := m + 2* in die Form einer rekursiv definierten Funktion. Eine einfache
Induktion nach k beweist, dass g(m, k) durch die folgenden Bedingungen charakterisiert werden

kann:
e g(m,0) =m+1
L4 g(m,k"_l) :g(g(ma k)vk)

Es sei nun g(m, k) eine Grenze fiir positive Vorkommnisse von N in allen Herleitungen einer Linge
kleiner oder gleich k. Es ist zu beweisen, dass g(g(m, k), k) eine Grenze fiir positive Vorkommnisse
von N in allen Herleitungen der Linge k + 1 ist.

Es sollen in allen Fillen der Fallunterscheidung durchwegs die trivialen Unterfille weggelassen
werden, in denen 7 M fiir das vorgegebene m bereits die asymmetrische Interpretation einer der
Nebenformeln erfiillt. Wenn namlich 7 M die asymmetrische Interpretation einer Nebenformel mit
positiver N-Grenze g(m, k) erfiillt, so erfiillt es wegen Lemma 2.5.5 auch die durch eine grissere

positive N-Grenze beschrinkte Nebenformel.

Fall 1 Der letzte Schritt sei eine N-freie Induktion:

Im nicht-trivialen Fall sind also die asymmetrischen Interpretationen der Préamissen der N-
freien Induktion in 7 M giiltig. Man hat fiir eine N-freie Formel A:
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e TME A(0)
e TME —~x <mV-A(z) V A(syx)

Die Formelinduktion ist iiber alle Anfangsstiicke von NZM erfiillt. Deshalb gilt:
e TME-t<mVA()
Fall 2 Der letzte Schritt sei eine Junktor- oder Quantor-Einfiihrung;:
Exemplarisch wird dies fiir die Existenzquantor-Einfithrung bewiesen, fiir die anderen Einfithrungen
funktioniert es analog. Gegeben sei also:
BON* F¥ T, A(t)
Im nicht trivialen Fall folgt aus der Induktionsvoraussetzung:
TM E At)sm*)
Es gilt in 7 M also auch:
TME 3z (A(z)9m™R)

Unter Verwendung des Lemmas 2.5.4 folgt:

TME 3z A(z))gm*)

Fall 3 Der letzte Schritt sei ein Schnitt:
Der Schnitt habe die folgende Form:

INAund I',-A
r

Es sei A die Hauptformel mit Rang 0, welche nur positive Vorkommnisse von N enthilt. (Es

geht analog fiir den umgekehrten Fall.)

Durch die Induktionsvoraussetzung hat man:

TM E T9mk) \y Ag(mk)
rg(g(m,k),k) g(g(m,k),k)

T M muss wegen Lemma 2.5.6 eine Formel aus einer der beiden folgenden Disjunktionen
erfiillen:

rg(g(m,k).k)

Fg(mJC)

Fg(mvk)

m

Wegen Lemma 2.5.5 muss daher gelten:

TM  T9lalmk)R)
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O

Der soeben bewiesene Satz kann noch etwas verallgemeinert werden. Mit der in den Abschnitten

2.4 und 2.5 vorgefithrten Vorgehensweise kann man problemlos den folgenden Satz beweisen:

Satz 2.5.8. [Hinzufiigung neuer Axiome]

Es werde BON* durch das Axiom T, Ag, - -+ , A, ergédnzt fiir alle Formelmengen I'. Die neue Theorie
heisse BON*+. Es sei g : N> — N. Es gelte fiir alle m und k: g(m,0)>m und g(m,k + 1) >
d(g(m, k), k). Es gelten zudem die folgenden Bedingungen:

(B1) TME (Ag V-V 4,)%™0 fiir alle m.
(B2) Alle Formeln A; haben den Rang 0 nach der Rangdefinition 2.4.2.
Dann gilt:

(1) Alle Theoreme von BON*+ koénnen unter ausschliesslicher Verwendung von Schnitten des

Rangs 0 hergeleitet werden.

(2) BON*+ T = TMETH™

2.6 Einschrankung der in BON + IND beweisbar totalen
Funktionen

Mit Hilfe des Hauptresultats des letzten Abschnitts wird in diesem Abschnitt bewiesen, dass in
BON™+ IND beweisbar totale Funktion ein sehr schwaches Wachstum in ihren Argumenten
haben.

Definition 2.6.1. [Beweisbar totale Funktion]
Es sei f eine beliebige Funktion von N™*! nach N. Es sei T eine applikative Theorie, fiir die 7.M
ein Modell ist. f ist genau dann beweisbar total in T, wenn es einen geschlossenen Term ¢y gibt,

so dass gilt:
(A) TFage NA---ANxym €N = tpxg- - om €N
(B) TMEtfag- - Tom = f(no,- -+ ,ny) fir alle 7 € N™

Satz 2.6.2. [Hauptsatz]
Fiir eine in BON~+4 IND beweisbar totale Funktion f : N™ — N, alle i € N und eine von f
abhéngige Konstante cy gilt:

f(no, -+ ,nm—1) <mazx(n; | i <m)+cy
Beweis. Man hat geméss Voraussetzung:
BON + INDF2xge NA---ANxp € N = tyxg- -2y €N (1)

Man kann BON~+ IND in BON* einbetten (siehe Satz 2.3.3). Zudem kann man Schnitte in der
Herleitung der (Entsprechung der) Formel aus (1) eliminieren (siehe Satz 2.4.6). Aus diesen beiden
Fakten und Lemma 2.3.2 folgt fiir ein k € N:

BON* Y xg ¢ N,-- ,x, ¢ N,tjzo-- 2, €N
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Wegen der asymmetrischen Einbettung von BON* in 7 M (sieche Satz 2.5.7) hat man fiir beliebige
m € N:
TMEzg<MA--- A&y <T — tpxg--- T, < m+2F

Die These folgt nun direkt aus der Bedingung (B) in der Definition der beweisbaren Totalitét.
O

Im Gegensatz zur oben angegebenen Definition von beweisbarer Totalitdt, kénnte man diesen

Begriff auch weniger strikt interpretieren. Eine schwichere Interpretation ist die Folgende:

Definition 2.6.3. [Punktweise beweisbar totale Funktion]
Es sei f eine Funktion von N™ nach N. Es sei T eine applikative Theorie der Sprache L, fiir welche
T M ein Modell ist. f ist genau dann punktweise beweisbar total in T, wenn es einen geschlossenen

Term ty gibt, so dass gilt:
(A) THtmg---To—1 € N fiir alle @ € N™
(B) TMEtsag - Tim—1 = f(no, -+ ,Nm—1) fiir alle 7 € N™

Es ist leicht zu sehen, dass bzgl. dieser punktweisen Definition von ,beweisbar total* aus dem
Hauptresultat des letzten Abschnitts (Satz 2.5.7) keine Einschrinkung der beweisbar totalen Funk-
tionen von BON~+ IND folgt. (Man briauchte hierzu ein k, welches simultan fiir alle Vekto-
ren natiirlicher Zahlen funktionieren wiirde.) Es kann noch dazu bewiesen werden, dass schon in
BON™+ IND ohne das Induktionsschema jede rekursive Funktion punktweise beweisbar total ist.
Um interessante Einschrinkungen der beweisbar totalen Funktionen zu erhalten, muss man also

immer von der stidrkeren Definition ausgehen.

2.7 Beweis des Hauptresultats mit abgeindertem Vorgehen

Eine asymmetrische Interpretation des N-Prédikats fiir die Theorie BON ~+ IN D kann man auch
erreichen, wenn statt des Termmodells das Modell der rekursiven Funktionen verwendet wird. (Eine
Definition dieses Modells findet man in [Jag96], S. 24 und 25.) Das Vorgehen fiir diesen Fall wird

skizziert und mit dem in den Abschnitten 2.4 und 2.5 ausgefiihrten verglichen.

2.7.1 Die Einbettungsthese

Die neue These lautet dhnlich wie die Alte:
BON™ F¥T' = RFM ET9m*)

Hierbei wird BON* durch das Tait-Style-System BON** ersetzt, welches in Kiirze definiert wird.
Mit RF M wird das Modell der rekursiven Funktionen bezeichnet. Als Relation < fiir die asymme-
trische Interpretation wird neu die Kleiner-Relation auf den natiirlichen Zahlen verwendet. g(m, k)
bleibt unverindert als m 4 2% definiert. Teilformeln der Form ¢t € N werden in " durch ¢t < g(m, k)
ersetzt, Teilformel der Form ¢t ¢ N werden durch —¢ < m ersetzt. Die restlichen Zeichen der These

bedeuten dasselbe wie zuvor.
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2.7.2 Das System BON**

BON** ist ein Tait-Style-Kalkiil. Die Sprache von BON** ist L erweitert um A und V. Die Terme
von BON** sind in Definition 1.1.2 definiert. Die Formeln von BON** sind Tait-Kalkiil-Formeln
(siche Definition 2.2.1).

Logische Axiome von BON**
e Fiir alle Atomformeln A sei I'; A, —A ein Axiom von BON**.

e BON™* enthalte die Tait-Style-Formulierungen der Definiertheitsaxiome von
BON~+ IND.

e BON™** enthalte die Tait-Style-Formulierungen der Gleichheitsaxiome von
BON~+ IND. Es sei zudem das Axiom I', t = ¢, —t| fiir jeden Term ¢ und jedes I" vorhanden.

Nicht-logische Axiome von BON™**

Wie fiir BON* werden die Axiome so formuliert, dass ihre Hauptformeln Atomformel sind. BON**
enthalte Tait-Style-Entsprechungen aller nicht-logischen Axiome von BON~+ IND ausser der
Axiome der Form des Induktionsschemas. Fiir jedes dieser BON**-Axiome der Form I'[Z] enthalte
BON™* zusitzlich das Axiom ]f‘[f],ﬂﬂ. Hierbei bezeichne —t| die Formelmenge —tg|,--- , —tn .
(In —t] sollen Formeln der Form —z| weggelassen werden.) Diese Axiome haben den Typ des
BON ™+ IND-Axioms, welchem I'[Z] entspricht.

Somit ist der einzige Unterschied zwischen den nicht-logischen Axiomen von BON** und denen
von BON*, dass die nicht-logischen Axiome von BON** einige zusétzliche Formeln der Form —t|

enthalten.

Schlussregeln von BON**

Diese entsprechen den Schlussregeln von BON* ausser im Fall der Existenzquantor-Einfithrung.
Fir BON** muss die partielle-Terme-Version davon verwendet werden:
I, A(z/t) und T, t]
I, 3z A(z)

2.7.3 Einbettung von BON~™+ IND in BON**
Fiir beliebige Formelmengen I" gilt:
BON ™4+ INDFA = BON™FT A

Der Beweis funktioniert weitgehend analog wie der Einbettungsbeweis von BON~™+ IND in
BON* (siehe Abschnitt 2.3).

2.7.4 Schnittelimination

Die partielle-Terme-Version der Existenzquantor-Einfiihrung erzwingt eine schlechtere Beschrinkung

der Lénge der quasi-schnittfreien Herleitungen. Es gilt:

4k

BON** -k T'= BON**+} T
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4Ic
wobei 4 in 4° g m — 1-Mal vorkommt.

Dies beweist man unter Verwendung des folgenden Hilfssatzes:
BON* FE T A und BON* . A=A und rg(A) > 0 impliziert BON* F2* ) T' A

Der Beweis dieses Hilfssatzes funktioniert genau gleich wie der Beweis des entsprechenden Hilfssat-
zes fiir BON* (siche Abschnitt 2.4) ausser, wenn die Hauptformeln des Schnitts mittels Quantor-
Einfithrung hergeleitet wurden. Dieser Fall wird deshalb ausgefiihrt:

Die Schnittformel A vom Rang m > 0 sei im letzten Schritt durch eine Allquantor-Einfiithrung aus
B(x) hergestellt worden und auch —A sei im letzten Schritt hergeleitet worden. Dies muss mittels

einer Existenzquantor-Einfiihrung geschehen sein. Es gelten also die folgenden Aussagen:

BON** -F T'.va B(x) (1)
BON** LA, 3z —~B(x) (2)
BON** F*=1T V2 B(z), B(u) (3)
BON** FV A 3z =B(x), ~B(t) (4)
BON** +I=V A 3z —B(x),t] (5)

Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf (1) und (4) erhélt man:
BON** F2k+U=1) 1 A —B(t) (6)
Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf (1) und (5) erhélt man:
BON** R20k+0=1) 7 A ¢ | (7)
Weil in BON** alle Axiome und die N-freie Induktion fiir Terme formuliert sind, gilt:
BON** " T, A[Z] = BON** " T,A[t],~t]
Es folgt deshalb aus (3):
BON** =11 vz B(x), B(t),—t] (8)
Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf (2) und (8) erhélt man:
BON** F2((k=D+0 D A B(t), -t 9)
Man schneidet (6) mit (9) und erhilt:
BON** R2(k+D=1 P A | (10)
Man schneidet (7) mit (10) und erhlt:

BON** F2(-+D 1 A (11)
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2.7.5 Beweis der Einbettungsthese

N-freie Axiome

Es ist einfach zu sehen, dass fiir beliebige Formelmengen I" gilt:
BON* T = RFMET

(Siehe Definition von I in 2.5.1.) Dies trivialisiert die Giiltigkeit der asymmetrischen Interpreta-
tionen von N-losen BON**-Theoremen in RF M.

Logische Axiome

Fiir die aussagenlogischen - und Gleichheitsaxiome geht man genau wie fiir BON* vor. Die De-
finiertheitsaxiome D1 bis D3 enthalten in den Hauptformeln kein N. Die Einbettungsthese ist
deshalb fiir diese Fille trivial. Fiir D4 gilt die These wegen:

RFMEt<m—t]

Nicht-logische Axiome

Die Axiome des Typs (1) bis (4) enthalten kein N. Die Einbettungsthese ist deshalb fiir diese Fille
trivial. Man beweist die These fiir die Axiome der Typen (5) bis (9) dhnlich wie fir BON* (siehe
Seite 23).

Konklusion von Schlussregeln

Ich fithre hier nur die Existenzquantor-Einfiithrung vor, da der Beweis der These fiir alle anderen

Regeln genau so funktioniert wie fiir BON™* (siehe Seite 24). Gegeben sei:

BON*™ ¥ T A(t)

BON** FF T, t]
Im nicht trivialen Fall hat man deshalb mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung:

RFM E A(t)m+) (1)

RFMEt| (2)
Es folgt aus (1) und (2) und der Definition von partiellen L-Strukturen:

RFM E Tz (A(x)ImR) (3)

m

Wegen des Kommutierens zwischen Quantoren und der asymmetrischen Interpretation folgt das
gewiinschte Resultat. Entscheidend fiir das Funktionieren des Induktionsschritts in diesem Fall ist,
dass (t])I, =t| gilt.

Es gibt somit eine asymmetrische Einbettung von BON™* ins Modell der rekursiven Funktionen,
welche zur in Abschnitt 2.5 vorgefiithrten Einbettung analog ist. Aus dieser Einbettung folgt dieselbe
Einschrénkung der in BON ™+ IN D beweisbar totalen Funktionen wie in Abschnitt 2.6.
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2.7.6 Vergleich der beiden Vorgehensweisen

Das Termmodell ist zur Einschréankung der in BON ™+ IN D beweisbar totalen Funktionen besser

geeignet als das Modell der rekursiven Funktionen. Dies aus den folgenden beiden Griinden:

1. Die Formulierung der Axiome fiir Terme ist in BON* etwas unkomplizierter als in BON**.

(Sogar wenn redundante Formeln der Form —t| entfernt wiirden.)

2. Es konnen die normalen logischen Schlussregeln verwendet werden, was die Schnittelimination
vereinfacht und eine bessere Abschitzung der Lénge der quasi-schnittfreien Herleitungen

ermoglicht.
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Kapitel 3

Realisierung der positiven
Theoreme von BON™+ posIND

3.1 Ziel und Strategie

Im Kapitel zwei dieser Arbeit wurde bewiesen, dass die in BON~+ IND beweisbar totalen
Funktionen ein sehr schwaches Wachstumsverhalten haben. Dieses Resultat schliesst aus, dass
in BON~+ IND die Totalitét aller primitiv rekursiven Funktionen bewiesen werden kann. Es
schliesst aber nicht aus, dass die Totalitdt von sehr komplizierten, insbesondere nicht primitiv re-
kursiven Funktionen in BON ™4 IND bewiesen werden kann. Diese Liicke soll in diesem Kapitel
wenigstens fiir das etwas schwéchere System BON ~ + posI N D gestopft werden. In analoger Wei-
se zu [Str03] wird bewiesen, dass BON~+ posIND héchstens die Totalitét von Funktionen der
Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 beweisen kann.

Die Strategie ist BON ™+ posIND in ein totales Sequenzenkalkiil bon* einzubetten. Fiir jede in
bon* herleitbare —-freie Sequenz der Form I' = A soll eine Funktion f der Grzegorczyk-Hierarchie-
Klasse 2 gefunden werden. Diese Funktion wird so konstruiert, dass sie den Realisierern (oder
Zeugen) der Formeln von T' einen Realisierer von A zuordnet. Daraus, dass alle Realisierungs-
funktionen in der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 sind, folgt ziemlich direkt, dass dies auch auf
die in bon* beweisbar totalen Funktionen zutrifft. Durch das Ausniitzen der Einbettbarkeit von
BON™+ posIND in bon* kann die Menge der in BON ™+ posI N D beweisbar totalen Funktionen
dann gleichermassen eingeschrankt werden.

Das Finden einer Realisierungsfunktion fiir —-freie Sequenzen bedingt, dass diese nur mit Hilfe
von —-freien Sequenzen hergeleitet werden konnen. Deshalb ist eine Elimination der Schnitte mit
—-enthaltenden Hauptformeln notig. Dies wird durch die —-freie Formulierung der nicht-logischen

Axiome und Schlussregeln von bon* erreicht.

3.2 Das System bon*

3.2.1 Terme, Formeln und Bezeichnungen in bon*

Definition 3.2.1. [Sequenzen]
Eine Sequenz besteht aus einer linken und einer rechten Formelfolge, welche durch das Symbol =

getrennt werden. Sequenzen werden mit I' = A bezeichnet.
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bon* ist ein Sequenzenkalkiil, d.h. die Axiome und Schlussregeln von bon* sind fiir Sequenzen
formuliert. Die Sprache von bon™* ist L erweitert um A und V. Die Terme von bon* sind in Definition
1.1.2 definiert. Die Formeln von bon* sind Sequenzenkalkiil-Formeln und sind durch die folgende

Definition gegeben:

Definition 3.2.2. [Sequenzenkalkiil-Formel]
Sequenzenkalkiil-Formeln (S.K. Formeln) sind Formeln der Sprache L erweitert um A und V. Sie
lassen sich induktiv {iber den Formelaufbau definieren unter Voraussetzung der Definition von

Term. A sei eine S.K. Formel genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(1) A=ty =ty, wobei t; und ty Terme sind.

(2) A= N(t), wobei t ein Term ist.

(3) A=t], wobei t ein Term ist.

(4) A= -B, wobei B eine S.K. Formel ist.

(5) A= Ay V Ay, wobei Ag und A; S.K. Formeln sind.

(6) A= Ay A Az, wobei Ag und A; S.K. Formeln sind.

(7) A= 3z B, wobel B eine S.K. Formel und z eine Variable der Sprache L ist.

(8) A =Vz B, wobei B eine S.K. Formel und x eine Variable der Sprache L ist.

Im ganzen Kapitel drei wird mit dem Begriff ,,Formel® stets eine S.K. Formel bezeichnet. Formeln,
welche (1), (2) oder (3) erfiillen werden als S.K. Atomformeln bezeichnet. Im ganzen Kapitel drei
wird mit dem Begriff , Atomformel* stets eine S.K. Atomformel bezeichnet.

3.2.2 Die Axiome von bon*

In diesem Kapitel und in Kapitel vier bezeichnen I' und A stets beliebige Formelfolgen ausser,

wenn es anders bestimmt wird.

Logische Axiome von bon*
(1) Fiir jede Atomformel A sei I'; A = A, A ein Axiom von bon*.

(2) Es seien die folgenden Gleichheitsaxiome vorhanden:

ElT=t=tA
E2T,s=t=t=sA
E3T,s=tt=u=s=uA
E4 T,se Nys=t=te N,A

E5 T',sg =tg,81 =t1 = sotg = SlthA
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Nicht-logische Axiome

Im System bon* gelte Totalitdt. Deshalb sei das Axiom I" = t|, A fiir jeden Term t vorhanden.

Die restlichen nicht-logischen Axiome von bon* sind:
(1) T = ktoty = to, A
(2) T = stotita = (tot2)(trt2), A

(4a) T = po<to,t1> = to, A

(4b) T = p1<to,t1> =11, A

(5b) T',t € N = syt € N, A

(6a) It € N,snyt=0= A

(6b) T',t € N = py(snyt) =1, A

(7a) T,t € N =t=0,pyt € N,A

(7b) T',t € N =t =0,sy(pnt) =t, A
(8) Tty € N,t3 € N,to = t3 = dtotitats = to, A
(9) Tty € N,t3 € N = tg = t3, dtgtrtats = t1, A

3.2.3 Die Schlussregeln von bon*

e Man nehme die gewohnlichen Regeln fiir einen préidikatenlogischen Sequenzenkalkiil (ohne

—).

e ' und A enthalten kein z. Man nehme die positive N-freie Induktion in der folgenden Form,
wobei A eine — und N-freie Formel sei:

I'= A(0),Aund I',z € N, A(z) = A(syz),A
Ite N= A(t),A

3.3 Einbettung von BON ™+ posIND in bon*

Die folgenden drei Lemmas beruhen auf Standardresultaten fiir den pradikatenlogischen Sequen-

zenkalkiil:

Lemma 3.3.1. [Aussagenlogische Vollstéindigkeit von bon*|
Fiir jede Formel A gilt:
bon"FT A= A A

Lemma 3.3.2. [Aquivalenz von Formeln]
Die Umkehrung der Sequenz I' = A ist die Sequenz A = T'. Die folgenden Sequenzen und ihre

Umbkehrungen sind in bon* beweisbar:

(1) T,=(—mA4) = A A
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(2) T,-(AV B)=-AA-B,A
(3) T,-(AAB)=-AV-B A
(4) T',—3z A(x) = Vz ~A(z), A
(5) T',-Vz A(x) = 3z ~A(z), A

Lemma 3.3.3. [Oder-Spaltung in bon*|
Es seien A und B beliebige Formeln.

bon* T = AV B,A impliziert bon* FT = A, B, A
Lemma 3.3.4. [Aquivalente Formeln zu positiven und negativen p.T. Formeln]

(1) Es sei A eine positive p.T. Formel (siehe Definitionen 1.5.1 und 1.6.2). Dann gibt es eine —-freie
S.K. Formel A mit den folgenden Eigenschaften:

bon* FT,A= A A
bon* FT, A= A A

(2) Es sei A eine negative p.T. Formel. Dann gibt es eine —-freie S.K. Formel A mit den folgenden
Eigenschaften:
bon* FT,A= -4, A

bon* FT,-A= A A

Beweis. Dieses Lemma beweist man induktiv nach dem Formelautbau. Um die These (1) oder
(2) fiir eine bestimmte Komplexititsstufe zu beweisen, werden die Thesen (1) und (2) auf niedri-
geren Komplexitédtsstufen vorausgesetzt. Die These folgt mit diesem Vorgehen und Lemma 3.3.2

problemlos. O

Satz 3.3.5. [Einbettung von BON~+ posIN D in bon*]
Es bezeichne A eine beliebige p.T. Formel. Es gilt:

BON~+ posINDF A = BON*FT = A A

Beweis. Die These wird durch eine Induktion nach der Herleitungsldnge des Theorems in BON ~+ posI N D

bewiesen.

Verankerung
Fiir alle Axiome von BON ™+ posI N D ausser denen des Typs der positiven N-freien Induktion
kann die These leicht nachgepriift werden. Fiir die positive N-freie Induktion geht man folgender-
massen vor:
Es sei A die Hauptformel des Induktionsaxioms von BON ™+ posIND. Lemma 3.3.4 liefert ein
in bon* #quivalentes, —-freies A. Wegen der aussagenlogischen Vollstindigkeit und nach einer A-

Einfithrung erhélt man:

T, A(0) = A(0),A (1)



I,z €N, A(z) =z € NAAz),A (2)
Man hat ebenfalls wegen der aussagenlogischen Vollstandigkeit und der —-Regel:
I,z e N,A(z) = A(syz), ~A(syz), A (3)
Durch eine A-Einfiihrung auf (2) und (3) angewendet erhélt man:
I,z € N,A(z) = A(syz),z € N AA(z) A -A(syz), A (4)
Durch eine Existenzquantor-Einfithrung auf (4) angewendet erhélt man:
[,z € N,A(z) = A(syz), 3z (z € N A A(z) A —A(syz)), A (5)

Durch Anwendung der positiven N-freien Induktion auf (1) und (5) gefolgt von Anwendungen der
—-Regel und der V-Einfiihrung erhélt man:

I,teN= A®),A (6)

Weil in bon* A und A dquivalent sind, folgt hieraus die These.

Induktionsschritt

Man macht eine Fallunterscheidung nach der letzten verwendeten Schlussregel.

Fall 1 Existenzquantor-Regel:

Die verwendete Instanz sei:
A— B

dr A— B

Man hat mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung:
bon* T = —-AV B,A

Mit Hilfe der —-Regel, Lemma 3.3.2, Lemma 3.3.3 und einer Existenzquantor-Einfithrung
links folgt das gewiinschte Resultat.

Fall 2 V-Einfiihrung und A-Einfithrung:

Durch die V-Einfithrung von BON ™+ posI N D hergeleitete Formeln erhélt man durch Wea-
kening und eine V-Einfithrung. In bon* ist zudem eine der A-Einfithrung von BON ~+ posIND
entsprechende A-Einfithrung gegeben.

Fall 3 Modus Ponens:

Man verwendet Lemma 3.3.2, Lemma 3.3.3 und einen Schnitt.
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3.4 Teilweise Elimination der Schnitte in bon*

Im System bon* kann man durch Standardtechniken alle Schnitte, deren Hauptformel ein — enthalt,

eliminieren. Dies aus den folgenden Griinden:

e Die Hauptformeln aller Axiome und der positiven N-freien Induktion sind —-frei.

e Alle Axiome und die positive N-freie Induktion sind fiir Terme formuliert.

Aus der Elimination von Schnitten mit —-enthaltenden Hauptformeln folgt sofort, dass aussch-
liesslich aus —-freien Formeln bestehende Sequenzen mit Hilfe ausschliesslich aus —-freien Formeln

bestehender Sequenzen hergeleitet werden kénnen.

3.5 Die Realisierungsrelation

Definition 3.5.1. [<n,m>y]
<, >y : N2 — N bezeichnet die Cantorsche Paarungsfunktion. Es gilt also:
(n+m)(n+m+1)

<n,m>yN = 5 +m

Der Index N dient zur Unterscheidung von <ty, t;>, welches als Abkiirzung fiir den Term App(App(p, to), t1)

verwendet wird. Mit 7; fiir ¢ < 2 werden die zu <n, m>y assoziierten Projektionsfunktionen be-

zeichnet.

Diese Paarungsfunktion wird verwendet, da sie in ihren Argumenten nur langsam wéchst. Da
die Addition und die Multiplikation in der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 sind, trifft dies auch
auf die Cantorsche Paarungsfunktion zu. Auch die assoziierten Projektionsfunktionen sind in der

Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2.

Definition 3.5.2. [Die Realisierungsrelation]
Die Relation ,,Realisierung”, welche mit r bezeichnet wird, sei eine Relation zwischen natiirlichen

Zahlen und Formeln. Die definierenden Eigenschaften sind:

nrity=1t & TMEty=t; und n=0.

nrteN & TMEt=n.

nrtl & n=0.

nr ANB & n=<ng,n>yund ngr Aund n; r B.
nr AV B & n=<0,no>y und ng r A oder

n =<1,no>y und ng r B.
nr3r A(x) :& nr A(t) fiir einen beliebigen Term ¢.
nrVe A(x) <= nr A(u) fir eine frische Variable u.
Von dieser Definition ausgehend kann man die Realisierungsrelation auf Formelfolgen iibertragen.

Es bezeichne A eine Formelfolge der Form Ag,---,A,_1. Es gelte m r A, falls m von der Form

<i,m;>y ist mit ¢ < n und m; r A;.
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Lemma 3.5.3. [Substitution]

Es seien s und t beliebige Terme.
pr A(t) und TME t =s impliziert pr A(s) (1)
pr A(z) impliziert p r A(t) (2)

Beweis. (1) und (2) beweist man durch eine Induktion nach dem Aufbau von A. Zuerst wird (1)
bewiesen:

Es sei A sei eine Atomformel:

Fall 1 Es sei A(t) eine Gleichheits-Atomformel mit einem Realisierer p:

Der Realisierer muss aufgrund der Definition von Realisieren gleich 0 sein. Man hat zudem
TME A(t). Man hat aus der Voraussetzung von (1), dass 7M E A(s) gilt. Weil A(s) eine

Gleichheits-Atomformel ist, wird somit A(s) ebenfalls durch 0 realisiert.

Fall 2 Es sei A(t) eine Formel der Form #(t) € N mit Realisierer p:
Siehe Fall 1.

Der Induktionsschritt ist trivial.
(2) beweist man auf die gleiche Weise. Man niitzt aus, dass TM E A(x) = TME A(t) gilt.
O

Lemma 3.5.4. [Beschrédnkung der Realisierer von = und N-freien Formeln]
Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine Konstante ¢, € N so, dass sich die Realisierer aller - und

N-freien Formeln mit weniger als n Junktoren durch c,, beschréinken lassen.

Beweis. Dies kann man durch eine Induktion nach der Anzahl Junktoren beweisen. = und N-
freie Formeln ohne Junktoren kénnen ausschliesslich den Realisierer 0 haben. Die Aussage sei nun
bewiesen fiir alle = und N-freien Formeln mit weniger als n Junktoren. Es sei A eine Formel mit
n Junktoren. Man beweist die Existenz von ¢,, durch eine Induktion nach der Anzahl Quantoren
in A:

o Verankerung

Es sei die Anzahl der Quantoren gleich 0. Es gibt also Formeln Ay und A;, so dass A =
Ap j A1, wobei j ein Junktor ist. Die Realisierer von A entstehen aus einem Realisierer von
Ap und/oder A; und 0 oder 1 durch Paaren. Da die Realisierer von Ay und A; durch ¢,
beschriankt werden koénnen, findet man somit eine nur von ¢,_; abhingige Konstante c,,

welche die Realisierer von A beschriankt.

o Induktionsschritt

Es sei die Anzahl der Quantoren in A gleich m. Falls es Formeln Ay und A; gibt, so dass
A = Ay j Ay, wobei j ein Junktor ist, kann man gleich wie in der Verankerung vorgehen.
Es gelte also A = Qx B(z), wobei @ ein Quantor ist. Es sei t ein beliebiger Term. Die
Formel B(t) hat einen Quantor weniger als die Formel Qz B(z) und man kann somit die

Induktionsvoraussetzung anwenden. Die Schranke ¢,,, welche man fiir die Realisierer von B(t)
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hat, liefert aufgrund der Definition von Realisieren gerade eine Schranke fiir die Realisierer

von Qz B(x).
O
3.6 Realisierung der —-freien Theoreme von bon*
Satz 3.6.1. [Realisierung der —-freien Theoreme von bon*|
Es sei I'[Z] = A[Z] eine —-freie Sequenz. Es gelte
bon™ - T'[Z] = AlZ]
wobei die Herleitung keine —-enthaltenden Formeln enthélt. T sei von der Form Ag,--- ,An_1.

Dann existiert eine Funktion f(Z) : N — N der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2, so dass fiir alle

Termvektoren § gilt:
por AglS] und -+ und pp,—1 r A,_1[3] impliziert f(po,--- ,pn—1) r A[3]

Beweis. Dies kann man durch eine Induktion nach der Herleitungsléinge beweisen. Man muss zu-
dem verwenden, dass in der Herleitung der gegebenen Sequenz ausschliesslich —-freie Sequenzen
vorkommen. Diese Annahme erlaubt die beiden Schlussregeln

A=A

= -4,A

I'=s A A

r-A=A
zu ignorieren, da sie —-enthaltende Formeln erschaffen.
Dass die Realisierungsfunktionen, welche fiir die Axiome oder Theoreme angegeben werden, in
der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 sind, ist in fast allen Féllen offensichtlich. Die Grzegorczyk-
Bedingung wird deshalb nur in einem einzigen, kritischen Fall erwéhnt. Um die freie Variable,
welche fiir eine Schlussregel relevant ist von den anderen freien Variablen der Sequenzen unter-
scheiden zu konnen, werden zum Anzeigen von freien Variablen im nachfolgenden Beweis sowohl
runde Klammern (fiir die relevanten freien Variablen) als auch eckige Klammern (fiir die restlichen

freien Variablen) verwendet. Man gebe immer davon aus, dass in I' n Formeln vorkommen.

Verankerung
Es soll eine Realisierungsfunktion fiir alle Axiome von bon* gefunden werden. Man macht eine

Fallunterscheidung nach den verschiedenen Typen dieser Axiome:

Fall 1 Es sei vom Typ I'[Z], t[Z] € N = t[Z] € N, A[Z]. Man wihle als f(Z) die Funktion
<0, zp>N

Fall 2 Es sei vom Typ I'[Z], s[Z] = t[Z] = s[Z] = t[Z], A[Z]. Man wihle als f(2) die Funktion

Azg, 5 2n.<0,0>y
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Fall 3

Fall 4

Fall 5

Es sei vom Typ I'[Z] = t|, A[Z]. Man wihle als f(2) die Funktion

Azg, oy 2p—1.<0,0>y

Fiir die Gleichheitsaxiome der Typen E1 bis E3 und E5 hat man ebenfalls mit der Funktion
Az, -+, 25.<0,0>y Erfolg (bei anzupassendem k). Fir E4 verwende man <0, 7, (Z)>n.

Diese Funktion funktioniert wegen Lemma 3.5.3.

Das Axiom sei von einem der folgenden Typen:

I''te N=syte N,A

It e N = py(syt) =t,A
I'te N=t=0,pyt € N,A
F,tENﬁtZO,SN(pNt):t,A

)
)
)
)
)
6a) It € N,syt=0= A
)
)
)
) T,ts € N,t3 € N, ty =tz = dtptitats = tg, A
)

I',to € N,t3 € N = ty = tg, dtot1tats = thA

Die gesuchte Funktion f fiir (1) bis (4b) ist die Projektion auf <0,0>y. Die gesuchte
Funktion f fiir (5) ist <0,z, + 1>n Es gibt keine Realisierer des Antezedens von (6a),
da TM E t € N A syt = 0. Deshalb miissen keine Realisierer fiir das Konsequens gefun-
den werden. Man kann fiir diese Sequenz deshalb eine beliebige Realisierungsfunktion der
Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 verwenden. Fiir die Axiome der Typen (6b) und (8) ver-
wendet man ebenfalls Projektionen auf <0,0>y . Fiir (7a) projiziert man auf <0,0> oder

auf <1, z, — 1> je nach dem, ob z, = 0 gilt. Man erhélt deshalb als Realisierungsfunktion:

. <0, 0>y, wenn z, =0
o= |

<1,z, —1>n, sonst

(Es wiire moglich anstelle von <0, 0> in der oberen Funktion <1,0> zu verwenden.) Fiir die
Axiome der Typen (7b) und (9) erhélt man ebenfalls durch geeignete Fallunterscheidungen

die gesuchten Realisierungsfunktionen.

Induktionsschritt

Die These gelte fiir alle Herleitungen mit einer Tiefe kleiner als k. Die Sequenz I'[Z] = A[Z] sei

im letzten Schritt hergeleitet worden. In diesem Abschnitt werden die folgenden Bezeichnungen

verwendet:

o " bezeichnet das Antezedens der neu hergeleiteten Sequenz welches aus m Formeln bestehe.
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e Essel pe N™. Fiir alle i < m sei p; eine Realisierung der i-ten Formel der Formelfolge T

e Die Antezedenzien der Sequenzen aus denen I' hergeleitet wurde, werden als ' bezeichnet

(notigenfalls mit Indizes).
e Es sei ]3’ € N™. Fiir alle i < m sei p; eine Realisierung der i-ten Formel der Formelfolge r.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen lisst sich das Vorgehen zum Finden der gesuchten Funktion all-
gemein beschreiben: Bei Quantor- oder Junktor-Einfithrungen auf der rechten Seite ist jede Rea-
lisierung der Form § auch eine Realisierung der Form p. Man wendet die durch die Induktion
gegebene(n) Funktion(en) f; deshalb direkt auf ' an und manipuliert ihre Resultate passend.

Bei Quantor- oder Junktor-Einfithrung auf der linken Seite manipuliert man die Realisierung der
Form p'so, dass man eine Realisierung (Realisierungen) der Form ;5’ erhélt. Auf diese wendet man
dann die durch die Induktionsvoraussetzung gegebene Funktion an. Diese beiden Vorgehensweisen

werden nun an den einzelnen Schlussregeln vorgefiihrt:

Fall1 T' = A ist durch eine A-Einfithrung auf der rechten Seite an n-ter Stelle entstanden. Es

gelten also die folgenden Aussagen:

F:>AEF:>AQ,A0/\A1,A1
bon* FETIT = Ag, Ao, Ay

bon* FET1T = Ay, A1, Ay

Es sei p'gegeben. Man hat durch die Induktionsvoraussetzung eine Funktion fy mit fy (5’) r Ay, Ao, Aq[3]
und eine Funktion f; mit f; (ﬁ’) r Ag, A1, Aq[5]. Weil jede Realisierung der Form p eine Rea-

lisierung der Form 7 ist, gilt die obige Aussage auch fiir 7 anstelle von p. Fiir die Funktion

fo(2), wenn 7o (fo(Z)) #n
9(2) = 1 f1(2), wenn 7o(fo(Z)) = n und mo(f1(7)) # n
<n,<m1(fo(2)), 71 (f1(Z))>N>n, sonst

hat man somit g(p) r Ag, Ao A A1, A[3].

Fall 2 T' = A ist durch eine A-Einfithrung auf der linken Seite an n-ter Stelle entstanden. Es gelten

also die folgenden Aussagen fiir ein ¢ < 2:

FiAEro,Ao/\Al,FliA

bon* |_lg—1 Fo,Ai,Fl = A

Man hat durch die Induktionsvoraussetzung eine Funktion f(Z) mit f(p) r A[5]. Aus j kann
man eine Realisierung ﬁ’ gewinnen, indem man in der n-ten Komponente geeignet projiziert.

Fiir die Funktion
g(g) = f(zla e 7Zn*177ri(zn)v Zn41,c 0 azm)

hat man somit g(p) r A[3].
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Fall 3

Fall 4

Fall 5

I' = A ist durch eine V-Einfithrung auf der rechten Seite an n-ter Stelle entstanden. Es

gelten also die folgenden Aussagen fiir ein i < 2:

IF'sA=T= Ay, AV A1, A

bon* "Sil I'= Ao,Ai,Al

Man hat durch die Induktionsvoraussetzung eine Funktion f(Z), fiir die f(p) r Ao, A;, A[3]

fiir ein ¢ < 2. Die obige Aussage gilt auch fiir p’ anstelle von p. Fiir die Funktion

o(5) = {f(é'), wenn 7o (f(Z)) #n

<n, <i,m1(f(Z))>n>N, sonst
hat man somit g(p) r Ag, Ag V A1, Aq[3].

I' = A ist durch eine V-Einfithrung auf der linken Seite an n-ter Stelle entstanden. Es gelten

also die folgenden Aussagen:

'=A=Ty,A0VA,T1=A
bon* Flg_l Fo,A(),Fl = A (1)

bon* l_loc_l Fo,Al,Fl = A (2)

Man hat durch die Induktionsvoraussetzung zwei Realisierungsfunktionen: f; sei es fiir die
Sequenz (1) und f> fiir die Sequenz (2). Eine Realisierung p kann man durch die Projektion
7 der n-ten Komponente zu einer Realisierung p' des Antezedens von (1) oder von (2)

machen. Falls mo(p,) = 0 so erhélt man eine Realisierung von A[s] durch

fl(p()v e 7pn7177rl(pn)»pn+17 e 7pm)

Falls mo(pr) = 1 so erhélt man eine Realisierung von A[s] durch

f2(p07 e ,pnflvﬂ-l(pn)»er»l, e apm)
Fiir die Funktion

=\ . f1(207"‘ 7Zn—1;7r1(zn)azn+17"' 5Zm)7 wenn 7T()(Zn):O
9(2) :=
f2(207"' 7Zn71;7r1(2n)azn+17“' ;Zm)v sonst

hat man somit g(p) r Al3].

I' = A ist durch eine V-Einfithrung auf der rechten Seite entstanden. Es gelten also die

folgenden Aussagen:

I'=sA=T= Ay, Vz A(SL’),Al (].)

bon* FETI T = Ay, A(z), Ay (2)
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Fall 6

Fall 7

Fall 8

Man hat durch die Induktionsvoraussetzung eine Funktion f(Z) mit f(p) r Ag, A(z), AL[5, 1].
Es werde die Variable x 0.B.d.A. durch t ersetzt. In I kommt die Variable x nicht vor, es
gilt daher fiir jedes §: T'[s] = T'[s, z]. Die gegebene Realisierung p von I'[s] ist deshalb auch
eine Realisierung von T'[S, 2] und f(p) liefert somit eine Realisierung von Ag, A(z), A48, z].
f(P) r Ag, Vo A(x), A1[5] folgt somit aus der Definition der Realisierung fiir Allquantoren

und daraus, dass x in A nicht frei vorkommt.

I' = A ist durch eine V-Einfiihrung auf der linken Seite entstanden. Es gelten also die

folgenden Aussagen:

F:>AEPO,V(£ A(CL’),Fl = A (1)

bon* it T, A(t), T = A (2)

Fiir (2) sei die Realisierungsfunktion f durch die Induktionsvoraussetzung gegeben. Der
Realisierer p,, von Va A(z) realisiert auch A(z). Wegen Lemma 3.5.3 realisiert p,, auch A(%)
fiir beliebige Terme ¢. Es gelte A(t)[5] = A(f). Da p, r A(f) hat man 7 r T, A(t),T'1[3].
Somit hat man f(p) r A[3]. Man kann deshalb als Realisierungsfunktion fiir (1) ebenfalls f

verwenden.

I' = A ist durch eine 3-Einfithrung auf der rechten Seite entstanden. Es gelten also die

folgenden Aussagen:

F:>AEF:>A0,E|’JJ A(ZL’),Al (1)

bon® FEM T = Ao, A(t), Ay (2)

Fiir (2) sei die Realisierungsfunktion f durch die Induktionsvoraussetzung gegeben. Es
gilt f(p) r Ag, A(t), A1[5], da jede Realisierung p auch eine Realisierung P ist. Es gelte
A(t)[5] = A(t). Da eine Realisierung von A(f) auch eine Realisierung von 3z A(z) ist, hat
man f(p) r Ao, Iz A(z), A1[S]. Man kann deshalb als Realisierungsfunktion fiir (1) ebenfalls

f verwenden.

I' = A ist durch eine F-Einfithrung auf der linken Seite entstanden. Es gelten also die

folgenden Aussagen:

F:>AEFO,E|I A(as),Fl = A (1)

bon* FET1 Tg, A(z), T = A (2)

Der in ' gegebene Realisierer von 3z A(z) realisiert fir einen bestimmten Term ¢ die Formel
A(t). Da x sonst nirgendwo in I' vorkommt realisiert p somit I'[3, ¢], wobei die Variable x
durch ¢ ersetzt wird. Durch Anwendung der durch die Induktionsvoraussetzung gegebenen
Funktion erhélt man somit eine Realisierung von A[S,¢]. Da z in A nicht vorkommt, hat

man eine Realisierung von A[3]. Die gesuchte Realisierungsfunktion ist also f.
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Fall 9 T' = A ist durch positive N-freie Induktion eingefiihrt worden.

Die neu eingefiihrte Sequenz sei I',t € N = A(t), A. Es gelten also die folgenden Aussagen:

bon* FETIT = A(0), A (1)

bon* FETI T,z € N, A(z) = A(syx), A (2)

Durch die Induktionsvoraussetzung habe man jeweils die Realisierungsfunktion f; fiir (7)
gegeben. Z sei der Vektor [zg,: -, zp—1]. Die Funktion g, welche die These fiir diesen Fall

erfiillt, kann man durch Rekursion definieren:

9(%,0) = fi(?)
. _Je(Zn), wenn 7o(g(Z,n)) # 0
gEn+l) = {fg(é’, n,g(Z,n)), sonst

Dass diese Funktion die Anforderungen erfiillt, kann man durch eine Induktion beweisen.
Die Induktion geht iiber die Zahl, welche die Formel ¢[3] € N in der Formelfolge I', ¢t € N3]
realisiert. Im folgenden wird ¢[3] durch ¢ abgekiirzt. Es wird jeweils bewiesen, dass die
Funktion g den Realisierern von T'[5],# € N einen Realisierer von A(#), A[5] zuordnet. Der

fiir I' gegebene Realisierer wird als p’ bezeichnet.

o Verankerung

Es werde ¢ € N durch 0 realisiert. Aus der Definition von Realisieren folgt 7M E = 0.
Wegen Lemma 3.5.3 hat A(#) den gleichen Realisierer wie A(0). Es folgt, dass f1(p)

einen Realisierer fiir A(t), A[5] liefert.

e Induktionsschritt

Es werde € N durch n+1 realisiert. Somit wird pyt € N durch n realisiert. Die Induk-
tionsvoraussetzung ist auf die Formel pyt € N und die Zahl n anwendbar: m (g(7,n))
realisiert B[5], wobei B eine Formel in A ist oder 7 (g(p,n)) realisiert A(pxt). Im er-
sten Fall erhiilt man aus den Realisierern von I'[3],# € N den gewiinschten Realisierer,
indem man vom Realisierer von £ € N eins abzihlt, die anderen Realisierer gleich lisst

und dann die Funktion g anwendet.
Im zweiten Fall erhélt man den gewiinschten Realisierer, indem man vom Realisierer
von t eins abzieht und dann auf diese Zahl, die Realisierer von I'[5] und den Realisierer

g(p,n) von A(pnt) die Funktion fo anwendet. (Dies funktioniert da die Realisierer von
A(sy(pnt)) auch Realisierer von A(#) sind.)

Es ist nicht offensichtlich, dass die fiir die positive N-freie Induktion angegebene Funktion
g in der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 ist, falls dies auf f; und fy zutrifft. Dies ist aber
der Fall:

Die Induktions-Formel A habe héchstens N Junktoren. Aus Lemma 3.5.4 folgt, dass die
Realisierer von A[Z/d] fiir alle Termvektoren @ kleiner als ¢y sind. Hieraus folgt die Be-

schréankbarkeit von [ in der unten angegebenen Abschétzung fiir g.

9(Z,n) < mazx(fi (D), f2(Z, k1) | k <n Al <cn)
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Fall 10

Die Richtigkeit der Abschétzung lésst sich folgendermassen begriinden: Bei fixiertem & be-
weist g(&, ) bis zu einem bestimmten ng eine Formel der Form A[Z/d] und bleibt anschlies-
send konstant (ng kann hier auch unendlich sein). Im nicht-konstanten Bereich von g¢(Z,-)
gilt fiir jedes n > 0: g(Z,n) = f2(#,n—1,1), wobei [ der Beweis einer Formel der Form A[Z/d]
ist. Folglich muss [ kleiner als ¢y sein. Die Abschéitzung stimmt also fiir diesen Bereich. Im
konstanten Bereich stimmt die Abschitzung, weil dort fiir jedes n g(Z,n) = g(&, ng) gilt und
sich g(Z, ng) als Wert der Funktion fo oder f; angewendet auf geeignete Werte schreiben

lasst.

Die oben angegebene Schranke fiir g ist eine Funktion der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse
2, falls dies auf f; und fo zutrifft: Die gebundene Summe fiir Funktionen der Grzegorczyk-

Hierarchie-Klasse 2 ist wiederum in dieser Klasse. Die Funktion
h(Z,n) == mazx(fo(Z, k1) | E<nAl<cy)

lasst sich durch eine beschriankte Rekursion definieren, wobei h(Z,n) durch die folgende

gebundene Summe beschrankt ist:

> fa(@ k1)

k<n,
I<epn

Somit ist h(Z,n) auch in der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2. Die Funktion

(@,n) — max(fi (), h(Z,n))

ldsst sich als eine Komposition der Funktionen 4, —, der Multiplikation, f; und A schreiben.
Da f1 und h geméss Induktionsvoraussetzung in der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 sind

und dies auf die restlichen Funktionen auch zutrifft ist somit auch ¢ in dieser Klasse.

I' = A ist durch die Schlussregel Schnitt eingefiihrt worden. Es gelten also die folgenden

Aussagen:

bon* FETIT A= A (1)

bon* I T = A A (2)

Die Formel A kann wegen der partiellen Schnittelimination als —-frei angenommen werden.
Die Realisierungsfunktionen, welche geméss Induktionsvoraussetzung existieren heissen f;
fiir (1) und f> fiir (2).

Bei gegebenen Realisierern 7 von I'[3] geht man folgendermassen vor: Falls 71 (f2(p)) eine
Formel von A[S] realisiert, ist man fertig. Falls m1(f2(p)) die Formel A[s] realisiert, erhélt
man eine Realisierung von A[3], indem man f; auf die Realisierer von I'[5] und den Realisierer

m1(f2(P)) von A[3] anwendet. Insgesamt liefert also die folgende Funktion das Gewiinschte:

7)) — f2(2), wenn 7o (f2(2)) #0
9(8) = {fl(gaﬂ-l(fZ(Z))), sonst
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Fall 11 I' = A ist durch eine strukturelle Regel eingefiihrt worden:

Der Beweis der These in diesem Fall bringt mathematisch nichts Neues. Er wird hier weg-

gelassen und stattdessen im Anhang A ausformuliert.

O

3.7 Einschriankung der in BON ™ +posI ND beweisbar totalen
Funktionen

Das Ziel dieses Abschnitt ist zu beweisen, dass man in BON~ + posI N D hochstens die Totalitét
primitiv rekursiver Funktionen der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2 beweisen kann. Dies folgt nun
ziemlich direkt aus Satz 3.6.1.

Satz 3.7.1. [Hauptsatz]
Die Funktion f : N¥ — N sei in BON~ + posIND beweisbar total (siche Definition 2.6.1). Dann
ist f in der Grzegorczyk-Hierarchie-Klasse 2.

Beweis. Es gilt wegen der Definition der beweisbaren Totalitdt fiir einen Term ¢;:
BON™ +posINDFxzy € NA---xp_1 €N = tfxg---2p—1 €N

Aus der Einbettbarkeit von BON~ + posIND in bon* (siehe Satz 3.3.5), dem Lemma 3.3.2 und
Lemma 3.3.3 folgt:
bon*Fxg €N, - ,x5_1 € N=>tjxg - xp-1 €N

Weil Schnitte mit —-enthaltenden Hauptformeln in bon* eliminierbar sind, kann man davon ausge-
hen, dass in der oben genannten Herleitung nur —-freie Sequenzen vorkommen. Es ist somit Satz
3.6.1 anwendbar. Es sei f : N¥ — N die Realisierungsfunktion der Herleitung. Es gilt fiir alle
ii € NF:

ng r l‘o[§j EN, -~ ng_1r xk_l[é] eEN impliziert ]E(ﬁ) r tfxo s Tp—1 € N[E] (1)

Falls man § als [ng, - - ,Tig—1] wilhlt, ist der Antezedens von (1) erfiillt und man hat direkt aus der

Definition von Realisieren:

TME tymg - Tt = f(7)

Man hat wegen der Definition von beweisbarer Totalitét:

TMEtsng - ng—1 = f(7)

Somit sind die Funktionen f und f identisch. f ist deshalb wie f in der Grzegorczyk-Hierarchie-
Klasse 2.
O

46



Kapitel 4

Beweisbar totale Funktionen in
BON

In den letzten beiden Kapiteln wurden die Mengen der beweisbar totalen Funktionen der Systeme
BON~4+ IND und BON ™+ posIND eingeschréinkt. In diesen Systemen fehlen im Gegensatz zu
BON jeweils die Axiome der Typen (10) und (11) fir die primitive Rekursion.

In diesem Abschnitt wird bewiesen, dass das Fehlen dieser Axiome fiir die in Kapitel zwei und
drei hergeleiteten Beschrinkungsresultate entscheidend ist, weil BON die Totalitdt jeder primitiv

rekursiven Funktion beweist.

4.1 Das System BON

Definition 4.1.1. BON sei eine Sequenzenkalkiil-Formulierung von BON. BON erhilt man aus
bon*, indem man die Totalitdtsaxiome und die positive N-freie Induktion wegldsst und dafiir die
Rekursoraxiome und die in bon™ weggelassenen D-Axiome ergéinzt. Die Rekursoraxiome haben die

folgende Form:

I'zg € N= frog e N,Aund I', zg, 21,22 € N = gror122 € N, A

1
(I‘) F,toeN,tleN:ergtotleN,A

I'zg € N= frog e N,Aund I', zg, 21,22 € N = gror122 € N, A
I'te N=ryfgtd= ft,A

(r2)

Izg € N = frg € N,A und I, xg, 21,20 € N = grorize € N, A
[t € N,t1 € N = rn fgto(snt1) = gtoti(rn fgtot1), A

(r3)

Es wird in allen drei Regeln vorausgesetzt, dass die Variablen der Hauptformeln in den Nebenfor-
meln nicht frei vorkommen.
Weil das System BON die genaue Sequenzen-Stil-Entsprechung von BON ist, gilt das folgende

Lemma:

Lemma 4.1.2. Es sei A einmal eine beliebige S.K. Formel und einmal eine Abkiirzung fiir die

entsprechende p.T. Formel. Dann gilt:

BON F A genau dann, wenn BON FT = A, A
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4.2 Beweis der Totalitédt der primitiv rekursiven Funktionen
in BON

Satz 4.2.1. [A\-Theorem]|
Fiir jeden Term t und jede Variable x gibt es einen Term (er werde als Ax.t bezeichnet) mit den

folgenden Figenschaften:
e In Ax.t kommt x nicht vor.
e BON F (\z.t)|
e BONF (Ax.t)x ~t
e BON | al — (Ax.t)a ~ t[a/x]
Einen Beweis dieses Satzes findet man in [J#g96], S. 25.

Satz 4.2.2. f : N™ — N sei eine primitiv rekursive Funktion. Dann ist f in BON beweisbar
total. D.h. es gibt einen geschlossenen Term t¢, so dass die folgenden beiden Bedingungen erfiillt

sind:

(B1) BONFaxg € N,--- & 1 €N = ts20-- Ty € N

(B2) TMEt/mg - Tom—1 = f(no,- -+ ,nm—1) fiir alle Vektoren @ € N™.

(Die Bedingungen (B1) und (B2) entsprechen zusammen der beweisbaren Totalitdt in BON, weil
sich BON und BON entsprechen.)

Beweis. Diesen Satz kann man induktiv iiber die Funktionen-Algebra-Charakterisierung der pri-
mitiv rekursiven Funktionen fiithren, welche in der Definition 1.3 auf Seite 3 angegeben ist.

Verankerung

Fall 1 Es sei f die Funktion S

Man wéhle als ¢y den Term sy. (B1) und (B2) gelten dann trivialerweise.

Fall 2 Es sei f die Funktion C¥,.

Man wihle als ty den Term Azq - - - zx—1.m. Aus dem A-Theorem folgt:
BON Ftpxg-- x5 =M (1)

BON kann zudem fiir alle Nachfolger von 0 und somit auch fiir 7@ beweisen, dass diese in N
sind. (Siehe Axiomtyp (5b) fir BON* auf der Seite 34.) Somit ist Bedingung (B1) erfiillt.
(B2) ist zudem offensichtlich erfiillt.

Fall 3 sei f die Funktion 7.

Siehe Fall 2.
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Induktionsschritt

Fall 1

Fall 2

Komposition

Es soll der Satz fiir die Komposition einer p-stelligen Funktion g und p k-stelligen Funktionen
h; bewiesen werden. Man hat durch die Induktionsvoraussetzung geschlossene Terme ¢, und

ty, fiir alle ¢ < p mit:
BONtFag €N, -, 2y 1 €N = tyaxg--xp 1 €N (1)
BONFag €N, - ,xp_1 €N = tpz0---xp_1 € N (2i)
Man erhélt durch Einsetzen aus (1):

BONI—thol'o,--- , Th—1 EN,--- ,thpflzro---xk,l eN = (3)

ty(thoTo -+ Tn_1) -+~ (th, 70+ Tk_1) €N

(3) schneidet man sukzessive fiir jedes ¢ mit (2) und erhélt schliesslich:

BON = Xo € N, s, Xp—1 € N = tg(thoxo . '~:17k_1) s (thp71I0 . ~~l’k_1) eN (4)

Durch die Anwendung des A-Theorems erhélt man einen geschlossenen Term tg;, fiir den
gilt:
BON tgpTo -+ Tp—1 = tg(thol'o e .Z‘kfl) cee (thp71$0 oo xkfl)

Der Term tg, ist der gesuchte Term. (B1) erfiillt er aufgrund von (4) und dem A-Theorem.

(B2) ist wegen der Induktionsvoraussetzung erfiillt.

Rekursion

Es soll der Satz fiir die Funktion h : N¥+2 — N bewiesen werden, welche durch Rekursion
aus den Funktionen ¢ : N¥t3 — N und f : N**! — N entsteht. Man hat durch die

Induktionsvoraussetzung geschlossene Terme ¢, und ¢y mit:

BONFxg €N, -+ 2419 €N =tz - Tpia € N (1)

BONtag €N, -, 2, € N=tzg---ap € N (2)
Auf (1) und (2) wendet man nun die Schlussregel (rl) an:

e Als I" wihlt man zg € N,--- ;xp_1 € N.

e Als x; wihlt man x4, fiir alle ¢ < 3.

Als g wahlt man ¢4x0 - - xx—1, als f wahlt man tyxg - - xp—1.

Es kommt kein A vor.

Als ty wahlt man die Variable xj und als ¢; wihlt man eine Variable zj 1.

49



Man erhélt:
BONtFzg€N,--- Tyl € N = ry(trzo- - xp—1)({tg®o - - Th—1)TkTp41 € N (3)
Durch die Anwendung des A-Theorems erhilt man einen geschlossenen Term ¢ fiir den gilt:
BON F txzg - - - Tpr1 =rN(tfzo- - Tp—1)(tg%o - - The1)ThTht1 (4)

t ist der gesuchte Term. Die Bedingung (B1) erfiillt er aufgrund von (3) und dem A-Theorem.
Durch Anwendung der Schlussregeln (r2) und (r3) kann man zeigen, dass ¢ auch (B2) erfiillt:

Auf (1) und (2) wendet man die Schlussregel (r2) an und erhélt durch analoge Festlegung

von I', A, f, g, z; und ¢ wie oben:

BON + 2o €N, -+ 251 € Nz € N = (5)

rn(trxo - xp—1)(tgxo - Tp—1)x0 = trzo - - T

Aus (5), der Induktionsvoraussetzung auf ¢y angewendet und der Definition von ¢ folgt fur

alle Zahlenvektoren 7 € NF*1:

TME tng- 10 = f(no, - ,n1) (6)
Somit gilt aufgrund der Definition von h:

TME tng - 130 = h(ng, -+, ny, 0) (7)

Durch die Anwendung der Regel (r3) auf (1) und (2) und Verwendung der Definition von ¢
folgt fiir alle Zahlenvektoren 7 € N**2 mit nyq>0:

TMEtng--- NgNgyr1 = tgng - - nknk+1(t%~ CMENe41 — 1) (8)

Aus der Induktionsvoraussetzung auf t, angewendet, (7) und (8) und der rekursiven Defi-
nition von h folgt (B2).

O

Der soeben bewiesene Satz zeigt, dass die Axiome (10) und (11) wesentlich zur Beweisstérke von
BON beitragen und nicht durch eine auf N-freie Formeln eingeschrinkte Induktion kompensiert
werden konnen. (Sie kénnen hingegen durch Zulassen von Induktion iiber beliebige p.T. Formeln
in einer gewissen Weise ersetzt werden, wie in [Jig96] auf S. 23 beschrieben wird.)

Aus dem soeben bewiesenen Satz folgt direkt, dass es unmdoglich ist die Konsequenzen —-freier
Theoreme der Theorie BON wie in Satz 3.6.1 mittels einer primitiv rekursiven Funktion zu reali-
sieren.

Aus diesem Satz folgt zudem, dass auch die asymmetrische Interpretation des N-Pridikats in BON

mittels einer primitiv rekursiven Funktion nicht funktionieren kann.
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Anhang A

Erginzung des Beweises von Satz
3.6.1

Die Sequenz I' = A sei im letzten Schritt durch eine strukturelle Regel hergeleitet worden. Die

strukturellen Regeln sind Weakening, Vertauschung von Formeln und Kiirzung von gleichen For-

meln.

e Weakening auf der rechten Seite:

Die Realisierungsfunktion der urspriinglichen Sequenz I' = A hat die Form < f(Z2), g(Z)>n.

Die neue Formel werde an der n-ten Stelle in A eingefiigt. Die neue Realisierungsfunktion h

kann man folgendermassen definieren:

h(z) = <f(2),9(Z)>n, wenn f(2) <n
" <f(2),9(2) + 1>y, sonst

o Weakening auf der linken Seite:

Die neue Formel A(Z) sei an der n-ten Stelle von T' eingefiigt worden und I' enthalte m

Formeln. Die neue Realisierungsfunktion kann man folgendermassen definieren:
h(g) = f(ZOa Tty Rn—15”n41," " 7Zm)

e Vertauschung von Formeln auf der rechten Seite:

Die Realisierungsfunktion der urspriinglichen Sequenz I' = A hat die Form <f(Z), g(Z)>n.

Es soll die Formel an der n-ten Stelle von A mit der Formel an der m-ten Stelle von A

vertauscht werden. Die neue Realisierungsfunktion kann man folgendermassen definieren:

<n, g(2)>n, wenn f(Z) =m

g(2) == <m, g(Z)>n, wenn f(2) =n
<f(2),9(Z)>n, sonst

e Vertauschung von Formeln auf der linken Seite:

Es soll die Formel an der n-ten Stelle von I' mit der Formel an der m-ten Stelle von I'

vertauscht werden. Es sei n < m und I" enthalte M Formeln Die neue Realisierungsfunktion

kann man folgendermassen definieren:

h(g) = f(Z()v“' 7Zn71azmvzn+17”' 7Zm7172n72m+17"' 7ZM)
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e Streichung einer Formel auf der rechten Seite:

Der Realisierer der urspriinglichen Sequenz I' = A hat die Form <f(¥),¢(Z)>n. Es soll
die Formel an der m-ten Stelle von A auch an der n-ten Stelle von A vorhanden sein. Die
Formel an der m-ten Stelle soll weggelassen werden. Die neue Realisierungsfunktion kann

man folgendermassen definieren:

(2) = {<n,g(5)>N, wenn f(2) =m
T\ <f(2),9(2)>n, sonst

e Streichung einer Formel auf der linken Seite:

Es soll die Formel an der m-ten Stelle von I" auch an der n-ten Stelle von I' vorkommen. Die
Formel an der m-ten Stelle soll gestrichen werden. Es sei n < m und I' enthalte M Formeln

Die neue Realisierungsfunktion kann man folgendermassen definieren:

h(Z) = f(Zo,"' yAn—1yRny An+1y """ 5y Am—152n; Zm+1, " " * >ZM')
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Anhang B

Legende einiger Bezeichnungen
und Symbole

Bezeichnung

Kurzbeschrieb

Definition

tOv tq

Bezeichnungen fiir Terme. Weitere Bezeich-
nungen fiir Terme sind a, b, ¢, s und ¢ (alle
koénnen auch indexiert vorkommen).

Seite 1

p.T. Formel

Eine partielle-Terme-Formel. Sie entsteht aus
Formeln der Form ¢y = ¢1, N(t) oder ¢| durch
Negierung, Verkniipfung mit V oder Quanti-
fizierung mit 3.

Seite 5

T.K. Formel

Eine Tait-Kalkiil-Formel. Sie entsteht aus
Formeln der Form ¢y = ¢1, N(¢) oder t| und
deren Negationen durch Verkniipfung mit A
oder V oder Quantifizierung mit V oder 3.

Seite 12

S.K. Formel

Eine Sequenzenkalkiil-Formel. Sie entsteht
aus Formeln der Form ¢y = ¢;, N(¢) oder t]
durch Negierung, Verkniipfung mit A oder Vv
oder Quantifizierung mit V oder 3.

Seite 33

to #

Je nach Kontext eine Abkiirzung fiir die p.T.
Formel, welche durch tg] A t1] A =ty = ¢
abgekiirzt wird oder eine Abkiirzung fiir die
T.K. Formel —tg = t;.

Seite 5
Seite 13

sl

Dies ist die disjunktive Verbindung aller For-
meln, welche in der Formelmenge I" vorkom-
men.

Seite 21

Eine Modifikation der Formel A, welche durch
die asymmetrische Interpretation positiver
und negativer Vorkommnisse von N in A ent-
steht.

Seite 22

Q

Eine Aquivalenzrelation auf Termen auf der
das Termmodell basiert. Sie wird als sym-
metrischer Abschluss einer Reduktionsrelati-
on gewonnen.

Seite 8
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Bezeichnung

Kurzbeschrieb

Definition

<

Je nach Kontext eine Bezeichnung fiir die
Kleiner-Relation auf den natiirlichen Zahlen
oder fiir eine entsprechende Relation auf Ter-
men, welche sich auf einen Nachfolger von 0
reduzieren lassen.

Seite 10

Die Bezeichnung fiir die Realisierungsrelati-
on.

Seite 37

BON

Eine applikative Theorie formuliert in der
Logik der partiellen Terme. Sie umfasst ei-
ne Axiomatisierung von partiellen kombina-
torischen Algebren, Paarbildung und Pro-
jektionen sowie einige Grundeigenschaften
natiirlicher Zahlen.

Seite 4

BON~+ IND

Eine Modifikation von BON. Es fehlen die
Rekursoraxiome, dafiir werden Axiome fiir
die Induktion iiber N-freie Formeln ergénzt.

Seite 7

BON™+ posIND

Eine Modifikation von BON.
BON~+ posIND ist etwas schwicher
als BON~+ IND. Es fehlen ebenfalls die
Rekursoraxiome, dafiir werden Axiome fiir
die Induktion iiber N- und —-freie Formeln
erganzt.

Seite 7

BON*

Eine als Tait-Kalkiil formulierte Theorie, in
welche BON~+ IND eingebettet werden
kann. In BON* ist die Definiertheit jedes
Terms als Axiom vorhanden.

Seite 12

BON™**

Eine als Tait-Kalkiil formulierte Theorie, in
welche BON~+ IND eingebettet werden
kann. BON™** ist etwas schwécher als BON*.
In BON** kann nicht die Definiertheit aller
Terme bewiesen werden.

Seite 28

bon

Eine als Sequenzenkalkiil formulierte Theorie,
in welche BON ™+ posI N D eingebettet wer-
den kann. In bon* ist die Definiertheit jedes
Terms als Axiom vorhanden.

Seite 32

BON

Eine als Sequenzenkalkiil formulierte Theorie,
welche dquivalent zu BON ist.

Seite 47

TM

Ein Modell (Termmodell) von BON und
BON™+ IND. Sein Universum besteht aus
Aquivalenzklassen geschlossener Terme.

Seite 9

RFM

Ein Modell (Modell der rekursiven Funktio-
nen) von BON und BON~+ IND. Sein Uni-
versum besteht aus rekursiven Funktionen.

[J:g96], S.24
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